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OPLOSSINGEN 
der opgaven 101—120. 


101, Een getal van 4 cijfers heeft de volgende eigenschappen : 

10. De beide middelste cijfers zijn gelijk. 

20, De som dezer cijfers is juist gelijk aan het getal, dat 
men verkrijgt, als men de beide middelste cijfers weglaat. 

30, Verwisselt men de uiterste cijfers, dan ontstaat er een 
getal, dat 4995 grooter is. 

40, Het drievoud van het cijfer der eenheden is gelijk aan 
het getal, door de beide eerste cijfers van het getal gevormd. 

Welk is dit getal? 

(Eindex, Gymn,. Leiden, (A), 1886). 


OPE DRR LN 0, 


Stellen we het getal voor door abbe, dan ië 
bb = ae = 10a + e eenheden 
chbba —= 1000e + 1105 + a eenheden 
abbe —= 1000a + 1105 + e eenheden 
chbba — abbe == 99Ie — IIa = 4995 


EA dU de Ch 

3e = ab = 10a + b eenheden | 

2D == 10a + ec 

3e — UW =b — C 20 10d Fee 

4e —= 3b Wb = 10e — 50 Le —= ile — 50 
8c — 65 = 33c — 150 

dus 25e = 450 en E56 


a=e—5s=ienb=4c:3= 8. 
Het getal is dus 1886, 


TWEEDE OPLOSSING, 


Uit het gegeven, dat, wanneer men de middelste cijfers weglaat, 
het overblijvende gelijk aan de som dier cijfers is, blijkt, dat het 
1 


- 2 


cijfer der duizendtallen niet anders dan 1 kan zijn. Verwisselt men 
deze 4 met het cijfer der eenheden en trekt men er het getal zelf 
van af‚ dan is de rest 4995; hieruit blijkt, dat het cijfer der een- 
heden 6 is. De middelste cijfers zijn dan , omdat zij gelijk zijn, 
16 : 2 = 8 en het getal 1886. 

Opmerking. Men had het getal evenzoo kunnen vinden uit 
ge, 3° en 4° gegeven. Uit 2° en 3° blijkt, zooals gezien is, dat 
4 het cijfer der duizendtallen en 6 dat der eenheden is. Nu moet vol- 
__gens'4° 3 x 6 = 18 de beide eerste cijfers van het getal zijn. 
Volgens 2° nu is de som der middelste cijfers 16, dus het cijfer 
der tientallen 16 — 8 = 8. 

Aan 41°, 3° en 4° wordt behalve door 1886 ook voldaan door 
2117; want stellen wij volgens 1° het getal voor door 10004 
+ 1005 + 10b + e, dan blijkt uit 3° 99Ye — 99Ja — 4995 
ofe—a=5,e=adt 5. Uit 4 volgt 3e — 10a + b; dus 
1044 b'=3 (a + 5) = 3a + 15, waaruit 74 — 15 — b. 
Hierin kan dan b — 1 en a = 2 en het getal 2147 of b = 8 
en u — 1 en het getal 1886 zijn. 

Zijn slechts gegeven í*, Je en 4°, dan stellen wij het getal weer 
voor door 1000a + 100b + 10b +4 c. Uit 2° volgt 2b =10a + Cc. 
Uit 3° 3e — 10a + b. Uit deze twee vergelijkingen vindt men 
b = Sa, Hieruit kan a niet anders dan 4 dus b — 8 en c = 6 
zijn, dus het getal 1886. 

Uit een en ander blijkt, dat 41°, 3° of 4° gegeven geheel over- 
bodig is; dat uit de drie overige het getal volkomen bepaald is. 

Jrs Herde 


102, Bepaal de waarden van # uit: 
Iek dr pt en: 
(Eindex. Gymn. Leiden, (A), 1886). 


OAPAL 0 sS STEN 
Dat 4 321 = 0 
3 ‚| 
4 Bee eije 0 
Gh ln 


PB AK te 
ee 16” 72 is 


dus Hi ata hrakobr peet U 
9 





dis 
= tig 
en e= Vd 
3 


TWEEDE OPLOSSING, 
Zelete 33 dr dis 0 

of (Ash 1 (et Ali 0 

dus Arin blh.0 oft Wes 0 


{ 4 LEDS 
waaruit deer ent 


ER Ze, 


DL 
1 3 
2 h 





H. de Groot; A. van Riel 


103. Een getal van 6 cijfers is door 37 deelbaar, terwijl het cij= 
fer der hoogste rangwaarde eene 4 is. Neemt men dit cijfer 
aan de linkerhand weg en plaatst men het als cijfer der een- 
heden achter het niet veranderde deel van het getal, dan is 
ook het nu ontstaande getal door 37 deelbaar. Hoe dit te 
verklaren ? | 

(Toel. ex. Kon. Mil. Acad, — Rekenk. — 1886.) 


On Bels 0288 Te Net 


_ Het cijfer aan de linkerhand is een 4. Dit deel van het getal 
Jaat bij deeling door 37 tot rest 30. Het overige van het getal 
laat dus bij deeling door 37 tot rest 37 — 30 —= 7. Plaatst 
men rechts van dat overige deel een 4, dan wordt het met 10 
vermenigvuldigd en met 4 vermeerderd, Het wordt dan een 37- 
voud + 10 XxX 7 + 4 = 37-voud. 

… (J. Versluijs, Het Nieuwe Schoolblad, 18 Juni, 1886). 


Stellen we het getal voor door 4abede, dan is het aantal een= 
heden gelijk | 
400000 + 40000a + 1000b + 100c + 10d + g, 
400000 == 37voud + 30 eenheden. 


4 


Dus 10000a + 40005 + 100e + 10d + e = 37voud + 7. 
eenheden. 
Van het getal abede4 bedraagt het aantal eenheden 
10(10000a + 10005 + 100e + 10d + e) + 4, 
of 10(37voud + 7 eenheden) + 4 eenheden, dat is een 37voud 
+ 70 eenheden + 4 eenheden == 37voud. 


ALGEMEENE OPLOSSING. 


Neemt men van een getal van 6 cijfers, dat door 37 deelbaar is, 
het cijfer der hoogste rangwaarde weg en plaatst men het als cij- 
fer der eenheden achter het niet veranderde deel van het getal, 
dan is ook het nu ontstaande getal door 37 deelbaar. Bewijs dit. 


OPL OS STEN DG 


Stellen we het getel van 6 cijfers, dat door 37 deelbaar is, voor 
door pabede. 


Nu is 999 een 37voud 
dus is ook 999999 eeu 37 voud 
of (1000000 — 1) is een 37voud, 


dus ook (1000000 — 41) = p000000 — p == 37voud, 
pabede is een 37voud, dus ook het 10voud hiervan , 


d. i. pabede0 is een 37voud 
hiervan afgstrokken p000000 — p, dat een 37voud is 
dus de rest abede) + p = abedep is een 37voud. 


104, Een A te construeeren, als gegeven zijn de basis, de som 
der beide andere zijden en het verschil der hoeken aan de basis. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. — Mik. — 1886). 


Oc LO DeStTeN 


Als AABC de gevraagde is, dan is gegeven : 
de basis AB, 

de som der opstaande zijden AB + AC, 

en als ZB) ZO is, ZB ZO 

NU IS ALTE EDA OO 

ZB — Z/C —v 

dus AN MTG ZB NEBO UU SAND 
en LN-T3 0 5 480° 0 (ZJ 
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Verleng BA met AD — AB en trek CD, dan is AACD gelijk- 


beenig, dus ZBAC = 2 /D. 
Verleng CA met AE = AB en trek BE, dan is AABE gelijk- 
beenig, dus 4ZBAC,-= 24E. 


Substitueer deze waarden van „BAC = 2 ZE en = 2 ZD 
in ({) en (2), dan is 
27E 2 ZB =180° 4 v en 2 ZD +2 ZC —= 180° — v 


of LE 4 LB = 90° + en nlet RE ROD 


dk 
2 


of ZCBE = 90° + 5 v en ZBOD = 90° — en v. 

Nu kan ACBE of ABCD geconstrueerd worden, Daarna makc 
men ZEBA = ZE of ZDCA == ZD, waarna AABC de ge= 
vraagde is. 


105. Door een punt A, buiten een cirkel gelegen, trekt men twee 
lijnen, welke dien cirkel snijden; de eene door het middelpunt 
M, de andere willekeurig en snijdende den cirkel in de pun- 
ten B en C. In B en C worden raaklijnen aan den cirkel 
getrokken, die de lijn, welke in A loodrecht op AM is ge- 
trokken, respectievelijk in de punten D en E snijden. Bewijs, 
dat AD = AE is. 

(Toel. ex. Kon. Mil. Akad. — Mik. — 1886), 


OPLOSSING. 


Vereenig de punten D en E met M, dan 
hebben de rechth. AAMCD en MAD de hy- 
pothenusa gemeen, waarop als middellijn een 
cirkel kan beschreven worden, die door Á en 
C gaat. 

Dus ZCDM — ZCAM= ze be CM., 

Eveneens hebben de rechth. AAMBE en 
MAE de hypothenusa ME gemeen, waarop 
als middellijn een cir- kel kan beschreven worden, die door B en 
À gaat. Dus 





1 


ZBAM = ZBEM = — bs MB. 
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We ‘hebben nu ZCDM — ZCAM = ZBAM — ZBEM 
_____ZMOD >= ZMBE — 90° 
e MC = MB — straal cirkel M 


dus AMCD 2 AMBE 
derh. MD == ME, waaruit volgt, 
omdat MA | DAE is, 

dat AD — AE. 


TWEEDBESOPLOSSING. 


» Trekken ‘we uit D de tweede raaklijn DF aan den gegeven cirkel 
dan zal AD — AE zijn, als IB — IF. Het is dus de vraag om 
dit laatste te bewijzen, of ZMAB = ZMAF. 

De vierhoek DCMF heeft twee overstaande hoeken, die recht zijn. 
Men kan er dus een cirkel om beschrijven, en deze cirkel zal te- 
vens door A gaan, daar MD een middellijn is van den cirkel en 


ZMAD — 90°. Daar nu MC = MF, zijn de omtrekshoeken — 


MAC en MAF gelijk, waarmee het gestelde bewezen is.” 
(J. Versluijs, Het Nieuwe Schoolblad, 2 Juli ’86). 


106, Wanneer wij den GGD zoeken van twee getallen, waarvan 
het kleinste is 4256, dan krijgen wij tot wijzergetallen 
[2,8,4,1, 2,14, 1, 2|. Welk is het grootste getal 
en wat is de GGD? 

(Ex. Adelborst, 1886, Rekenen). 


OP als 05 SS RL ENIG 
Stellen we het grootste getal voor door G, dan is 


G 
En (9-8, 4,402, 4, LB 


Uit den betrekkingswijzer vinden we 


OB Ar ADT HN BN 
| 19 | 36 | 94 |127| 218 [| 563 
9 | 17 | 43 | 60 [103 [266 


is. De GGD is dus Bee Sa 
) 266 
z= ADR WD 510008, 








En 

5 

u 

77 

a 
| 
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RENES DOES OPDE CP. SPSATINEG. 


We kunnen de wijzergetallen schrijven in den vorm eener ket- 
tingbreuk. Vereenvoudigen we deze, dan zal de laatste, enkel- 
voudige, breuk de verhouding uitdrukken tusschen de 2 getallen, 
waarvan de GGD . gezocht is. 











„4 An oree otd d 
1 Ke 1 1 nl 
BL ptn A ien 
Ee Bulk 4 Bot dong 
1 Sed IA iden 
Aierner Wetd 1 4 Kiros 
TEGEN 8 F5 3 
nrd El 2 5 
Aaen trie 
2 3 
1 Rr ie 1 Soi 266 
1 a 3141563 
Bd 3d en ZH 
B da Sis g18 266 
CI EST: 31 


De verhouding der getallen, waarvan de GGD . gezocht is, 
is dezelfde als die der getallen 266 en 563. 

Het kleinste der eerstbedoelde getallen is 16 X 266. Het groot- 
ste is dus 16 x 563. De getallen 266 en 563 zijn onderling on- 
deelbaar. De GGD van 16 x 266 en 16 x 563 is dus 16, 

E. Nabring. 


Dees Debet Hs Of 0 STEN: G, 


Noemen we het grootste getal G en de opeenvolgende resten, 
die we verkrijgen bij het zoeken van den GGD #, r,, rj, enz, 
dan hebben we het volgende: 

BRK 4256 Ari 42568 Se Ht Hr =d rj ers 
Dr Le, Tr BNR Ng, Mad ig nt 
Eet Tg AK HET 

De voorlaatste rest 7g was natuurlijk de GGD en door her- 

leiding vinden we nu: 
Pe = UX res Mi LX Ne Fre =S X hertz — 3 X 7 
de 3 Xn =b  Ngs A = 10 X 18 +3 X n= 13 X 1e, 
Pi 43 X red 5 Xr 18Xr,r = 18 Kr 137% 
BEERS Pe ADO IAB Hr dr 18 rg == 206 78, 
ed Per 3T A GOE KG 


8 


Uit 4256 — 266 x r, volgt, dat r of de GED — 4256: 
266 — 16 en uit G — 563 X 1, G —= 563 x 16 —= 9008 is, 
J. Visser & F. Bouwer. 


* 


107, Van een getal van 4 cijfers is het cijfer links eene 2 en het 


cijfer rechts eene 5. Verwisselt men die cijfers, zoo is het 
nieuwe getal 652 grooter dan het tweevoud van het oorspron= 
kelijke. Welke zijn de onbekende cijfers ? 

(Ex. Adelborst, 1886, Algebra.) 


OPG O0 SESTLLN 4: 


Stellen we het getal voor door 2xy5, dan is na de verwisseling 
der cijfers het nieuwe getal 5xy2. 

Nu is 5xy2 = 5002 + 100r + 10y eenheden 

en 2xy5 —= 2005 + 100 + 10y eenheden. 

Het nieuwe getal is dus 2997 eenheden grooter, d. 1. 652 groo- 
ter dan het oorspronkelijke getal, dat dus 2345 is. 

De onbekende cijfers zijn dan 3 en 4 en wel 3 honderdtallen en 
# tientallen. 


Omdat 5ey2 = UL2Wry5) + 652 

is 5002 4 100x + 10y — 4662 + 200r + 20y 
of 100z + 410y = 340 

dus TOP ry see 


Nu stelt zy het onbekende deel van het getal voor, zoodat de 
onbekende cijfers 3 en 4 zijn. 


Omdat # en y geheele positieve getallen moeten zijn, moet 
y=34 — 10 } o zijn 


34 ' 
dus vr en 
dus HE 


WWE EB DE OP HO SS teNG: 


Het getal bestaat uit 4 cijfers, dus het cijfer links zijn duizend- 
tallen. Door het cijfer 2 links weg te laten en rechts weer bij te 
plaatsen wordt het getal met (1000 — 1) 2 999 X 2 verminderd, 


a 
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Door de verplaatsing der 5 wordt het met 999 » 5 vermeerderd. 
Het getal G noemende krijgen we dus 
G — 999 X 2 + 999 x 5 = WG + 652 
G + 999 x 3 = 2G + 652 
2345 —= G. 
H. — P. G. 
108. De kleinste 3 opeenvolgende even getallen te vinden, die res- 
pectievelijk door 5, 7 en 9 deelbaar zijn. 
(Liter. Mathem. ex. 1886). 


O0 P-L:0- 8 STN.G, 


Stellen we het kleinste der 3 opeenvolgende evengetallen door 
«© voor, dan zijn de volgende twee © + 2 en # + 4. 

x is een 5-voud, w +} 2 een 7-voud en w + 4 een 9-voud. 

x — 5 is derhalve deelbaar door 5, door 7 en door 9. 

De kleinste waarde van » — 5 is dus = 5.7.9 — 315, 
omdat 5, 7 en 9 relatiefpriem zijn. 

Derhalve is # = 320, x + 2 = 322 en © + 4 = 324. 


M. Simons. 
109. Van een gelijkzijdigen driehoek en een regelmatigen vijfhoek 


zijn de omtrekken gelijk. Men vraagt naar de verhouding 
van de stralen hunner omgeschreven cirkels. 


(Liter. Mathem. ex., 1886.) 
OPLOSSING. 
Straal omg. cirkel om den geliĳkz. A = R3, 


» » » _» » reg. vijfhoek = R,. 
6 1 es 
Nu is a, = R, W2 en a, ee W10—2W5 
Omdat omtrek reg. A — omtrek reg. b-hoek 
kN k Ls 5 AUTOREIS 
is kan tog 
dus BEAR ee Vi: 33 
a gk den — V/5) en = 
—= 20,35 . 
1,13 ain er 


E. van Dien; u. te ’s-Hage; D. C. A. Smit. 


10 
110. Wat is de logarithmus van z in het stelsel, dat e tot grond- 


tal heeft? 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886). Alph. F. Ockerse. 


OPL OSS TN.G. 


De logarithme van een getal in een nieuw stelsel wordt verkre- 
gen, als men de logarithme van dat getal in het oude stelsel deelt 
door de oude logarithme van het nieuwe grondtal. 

Stel log = = #, dan moet men hebben 

Ee Te AAO Zen 
wopr Et OR NIP a LO ZO Le ee 
log = ___0,4971499 


Alph. F. Ockerse. , 
PW KEE DES OPLOST LIEN BE 


n= 3141592 ..., Î0log rn — 0,4971499 
e = 2,718281 ..., toog e = 0,4342945 
n == 1004971499 @ — 4004842945 

0,434295 Ee 
EAO ra ma eet 0,4342945 


1 
en AU & — e 0.4342945 


— e1,1447299 
dus log n = 1,1447299 
W. Andringa, Pz.; H. de Groot. 


111. Van eene meetkundige reeks van 5 termen staat het vierkant 
van den eersten term tot de 34° macht van den 2afn term, 
als 1 : 135; de som der beide laatste termen bedraagt 540, 
Welke is die reeks? 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886.) Alph. F, Ockerse, 
OMBALO SS AN IG: 


Zij de reeks: a, ar, ar?, ar3, ar?, dan heeft men: 
as as rs Are 135 
a3 r3 = 135 a? 
‘ars = 135. 


11 


En Neb U, 540 
ar3(1 + r) = 540 
4351 + #£) —= "540 





4 ED 4 
rsz 3 
RSD 135 == 135 = 
r3 27 
en de reeks: 5, 15, 45, 135, 405. 


Alph. F. Ockerse. 


4112. Welke term van de reeks gren hl A s 2 is 
12 14 16 18 


waarin de tellers met 5 en de noemers met 2 opklimmen, 


zal een geheel getal zijn? 
(Heis, (Lankeren Matthes & Tesch.) Verz. Alg. Vrgst. , 


Ze dr. 1876, blz. 207, n?. 103) V. P. 


OPP DO Stoel NG. 


Stel de nde term is een geheel getal, dan is de teller van die 
breuk 7 + (n — 1)5 en de noemer 12 + (n — 1) 2. 
Tt rr Eon geheel getal zijn. 


12 + (» — 1)2 
Noem dit p,‚ dan hebben we de volgende vergelijking ter bepa - 


ling: van » en p. 


Nu moet 


(n— 15 Bn 2 
eha Tek opn nd 
dOr Aep 
LOAF enen 5 
Omdat 40n 4 4 { 10 n + 50 is ook W 4 
dus Derk OP 2. 


d.i 3n = 8, 


Voor ’p = 4. zou 5n +-2 — 2n + 10, 
ek en moeten zijn, hetgeen niet kan. 


p moet dus == 2 zijn. 


DD daten, ==A8: DB. 


We vinden dan —_——— 
In -F'40 


‚+2 


De achttiende term der gegeven reeks zal dus een geheel getal 
zijn. We vindeu daarvoor 


Ti nb TAB le EDE 
13 d-(n—12 4918 — 44 1424 34 TAG 
V. P. 


TWEEDE OPLOSSING 


Den teller van de (n +4 4) breuk kunnen wij voorstellen door 
7 4 An, den noemer dier breuk door 12 + 2n. 

Die breuk moet gelijk zijn aan een Ean getel, dus aan een 
der getallen Â 0258, 4 4 ed vee 


Onderzoeken wij of de Ri kan zijn = 41. Dan moet: 
Td bn = 48 de An 
Or zijn. 
Dit is niet mogelijk, omdat „ een geheel getal is. 
Onderzoeken we of de breuk == 2 kan zijn. Dan moet: 


TON et AAN 
7 + Bn = WU + An 
n= 11 zijn. 
De 18° term of TEATER 92 


ETT zt NAE Nn OR el 
AN HDD 46 


geheel getal. 

Eindelijk merken wij nog op, dat de breuk nooit de waarden 
3, 4, 5 .... bereikt. Dan immers moest 
Prak On: zn (of 4, af, Doof ofterer vardi (AD de 20) 
of 7 + 5n=36 (of 48, of 60, of ..... ) + 6n (of 8n, of 1On,of .… .) 
aan welke vergelijkingen niet kan voldaan worden, omdat 

7 + Sn < 3 (12 + 2n) is, n. Ll. wanneer n een positief ge- 
tal is. 


De breuk 





is dus de eenige der reeks, die een geheel ge- 
tal voorstelt. 


H. de Groot. 


4113. In een bol, waarvan de straal R is, heeft men een middel- 
lijn AB getrokken, vervolgens heeft men den straal AM in 
het punt C in uiterste en middelste reden verdeeld, zoodat 
AC het kleinste stuk is en eindelijk door dit punt C een vlak 
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gebracht, loodrecht op de middellijn AB. Bereken den -in- 
houd van den kegel, die de doorsnede van dit vlak met den 
bol tot grondvlak heeft en het punt B tot top. 

(Toelat. ex. voor de Universiteiten, 1886). 


OPLOSSEN G, 


AC = 5 RS — VB), 
M= Rit), 
BO= Rt 5 Rl Vie — RÚ 4 KB). 


Het vlak door C loodrecht op AB snijdt den bol volgens een 
cirkel, waarvan de straal CD is. 
CD is middelevenredig tusschen AC en BC, dus 


BD — R43 — VB) + V5) = 5 RA— 1 4 V5) 


Oppervlak grondvlakkegel = rz. CD? = Gr R—1 + W5), 
hoogtekegel = BC = 5 R(1 + V'5), dus 


Ikegel =G. — Heg £R-1+W5) : SRA +5) 


AL 
3 


R3. 
Á, Beeksma. 


OPMERKING. Hieruit blijkt dus, dat de inhoud van den kegel 
hetvierde deel is van dien des bols. 
H. Siersma; J. v. d. Wal Hz. & G. Verborgh. 


414, Van een rekenkundige reeks is de eerste term 2, de mid- 
delste 23 en het verschil 3. Bereken de som der reeks. 
(Toel. ex. voor de Universiteiten, 1886). 


OPLOSSING. 


Als in eene rekenkundige reeks een middelste term voorkomt , 
is het aantal termen oneven. Tweemaal de middelste term is dan 
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gelijk aan de som van den eersten en laatsten term. Derhalve 
aM sr ores He 


a er 
Cires 
Nu is l= at (n—ti) v 
dus bh = 2 A(n —1) 3 
n—i1 == 14 
Hie 
1 1 


B gr UD rt 


115, Welke getallen geven door 7 gedeeld 4 en door 11 gedeeld 
1 tot rest? 


(Eindex. Gymn. Zwolle, 1886). 
OP LO AS NS LEN 


Stellen we, dat G een der getallen is. Dan is 
Ge DA A SL 


dus 7e = 11y — 3 
Áy — 3 
DER eneen 
YJ - 
Ay — 3 
Stel ee 
= p 
dan is s Aj rip 
— 3 
en = Wp — ; 
y p Z 
— 3 
Ste k EN 
7 dj 
dan is p —= 4q + 3, waardoor we vinden, dat 
y= iq +6 
“ en zb yr SAS 
Dus Gt GI 
5 67 
a G >} o, dus a. 
Ge ) Lj Cis 
Voor One 1 2 en 
is G = 67 | 144 | 221 


_ We vinden dus voor de getallen eene rekenkundige reeks, waar- 
van de eerste term 67 en het verschil 77 is, 
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Het kleinste getal, dat door 7 en 11 deelbaar is, is 77. Ne- 
men we hiervan af 10 == een veelvoud van 11 min 1 en = een 
veelvoud van 7 min 4, dan schiet er een getal over (hier 67), 
dat een veelvoud van 11 plus 1 en een veelvoud van 7 plus 4 is. 

67 voldoet dus aan de voorwaarden en verder voldoen alle ge- 
tallen van den vorm 67 + n X 77, 


A. Beeksma. 


DERDE OPLOSSING. 


Telt men bij het getal 40 op, dan is de som een 7-voud + 4 +10 
== 7-voud, en een 14-voud + 1 + 10 = 14-voud. Het is dus 
een 7-voud en een 14-voud tegelijk. 7 X 411 == 77 is het kleinste 
getal, dat daaraan voldoet. 77 — 10 = 67 = 9 X 7 + 4 
= 6 x 14 + 1 is het kleinste, terwijl alle 77-vouden — 10 
de overige getallen zijn, die aan de vraag voldoen. 


G. A. von Hunteln; J. de Keijzer, 


116. Een cylinder en een kegel hebben de hoogte en de middellijn 
van het grondvlak gelijk aan de middellijn van een bol. Be- 
reken de verhouding van de gebogen oppervlakken en die van 
de inhouden der 3 lichamen. 

(Eindex. Gymn. Arnhem en Zwolle, 1886). C. Lijndrajer. 
(Zie J. Versluys, Stereometrie, n°. 234). 


ORP: BROMDE ENG 


Noemen we den straal van den bol R,‚ dan zijn de hoogte en de 
middellijn van ’t grondvlak van den kegel en den cylinder 2R, 
We hebben ‘nu | 


4 8 
a) Geb. opp. keg. = 2rR. TD R2 +4R? =nrR?yr5. 
Opp. bol — 4 7 R? | 
geb. opp. cyl. = 2 T R.2R=4 TR? 
Derh. 
O „keg. :O.bol:O.cyl. =rR?y/5:4änR?:4nR?= 5:44, 


Ebol '=Â wRS 
3 
Toho Re ate © ARE 
Derh, 
I keg. ;I bol : Tcyl. = Seker G Rinke: 2:8, 


417. Ontbindt in factoren 15 z? — 19 # + 6. 
(Eindex. Gymn. Arnhem, 1886). C, Lijndrajer, 


EER BT EO PL O'SLS/E NIG 


(452)? — 19 (15x) + 90 
15 | 

_ (15e — 9) (15e — 10) 

ie 15 

= (Br — 3) (Sr — 2). 


W.F, Ke 


1522 — 19 + 6 = 


TWEEDE OPLOSSING. 


1522 — 19 + 6 = 

Br „Sr B Ip AL de 
3x (br — 3) — WU5e — 3) = 

(Bz — 2) (5e —3). 


Hi 


Luctor, 


DERDE OPLOSSIN G, 


15at — 19e +6 = LU ) 
Stellen we Rn NE en — 0 
z 
‚ dan vinden we, dat # = „108 0 
3040 130 
dus enen 
3 5 


E 


De factoren van z? — iet ad Ee 


zijn dus (- ee 5) en 6 sk ij 
derh. 1522 — 19e + 6 = 15 ( En 5) (e AE 5) 


—= (3x — 9) (5x — 3). 


118. Men vraagt den inhoud te bepalen van het lichaam, dat 
ontstaat door de omwenteling van een regelmatigen zeshoek 
om een zijner zijden als as (zijde reg. zesh. = 4). 
(Verg. ex. Rotterdam Dec. 1885). Luctor. 


abel OB SeteN Ge 


AFEDCBedef stelt de doorsnede van 
het lichaam voor volgens de as AB. 

Breng door A en B twee vlakken lood- 
recht op de as, dan wordt het lichaam 
5 8 verdeeld in een cylinder, (waarvan AE = 

En B BD — stralen van het grond- en bo- 

En venvlak zijn) en in twee @ afgeknotte 
kegels, waaruit een kegel genomen is. 

ebk Gh, AB =H Sd, AGS hi'danist 

I cylinder = = RH 


Tm en en 





I afgeknotte kegel EFfe — 5 zh(R? 4 #2 4 Ry) 
I kegel AFf =— ze ht 
I afgeknotte kegel, waaruit een kegel genomen is, 
= En zh(R2 + Rr) 
IT Omwentelingslichaam — l cyl. + 2 I afgekn. kegel, waaruit een 


kegel genomen is —=nR2H 4 ee ” A(R? + Rr) 
2 2 
En (re ERA ner) 
3 3 
Ee [e(* heg 1} 5 „er | 


2 


Î 


18 / 


Nu is R2 — AE? — AB? — DE? —= 4a? — a? — 3a? 


Heen 5 
r2 = AF? — AG? == ar — Jet == Go 
4 4 
r= al 3 
2 
hen 
8 


I lichaam == | se (- e= + a) = at ara 3] 


4 1 
= zi 4a3 AAL SE Le VE 
[te + ee] ge 


T W‚E E-D-E OPL Deo SEN 


Afstand zwaartepnut tot de as —= Pz 


er ete na ze À av 3. 
4 2 


Omtrek cirkel door het zwaartepunt doorloopen 
=n. a3=ra8 


I zeshoek — omtrek — Jut Pz bas leg = on a” 3 
} 4 9 
I lichaam — I — omtrekcirkel zP = En a 3 rag 
6 


— 4 


to) er 


nT AALO ee 


‚M. Simons. 


119, Een driehoek is gelijkbeenig, als de rechten, die twee zijner 
hoeken midden door deelen, gelijk zijn. 


I 
(C. Knapper Kz., Lrb. d. Vl. Mtk. N°. 350) V. P. ; Vn 
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OPLOSSING, 

Trek in AABC de drie 
bissectrices. Als nu BD —CE 
is, dan moet aangetoond 
worden , dat AABC gelijk- 
beenig is. 

De AABAD en CAE 
hebben gelijke bases BD — CE 
en denzelfden tophoek BAD 
— CAE. Zoodat de bissectrix 
AO van ZBAD tegelijk de bissectrix van ZOCAE is. Hieruit volgt, 
dat ABAD @ A CAE is. 

Plaatsen we ACAE op ABAD met de bases op elkaar, zoodanig, 
dat C in D en E in B valt, en de toppen aan dezelfde zijde van 
BD liggen. 

Beschrijven we nn op de gemeenschappelijke basis AD een cirkel- 
segment BHD, (fig. 2), dat {BAD van (fig. 1) bevat, dan zullen 
de twee driehoeken BAD en CAE ingeschreven driehoeken in het 
segment BHD zijn. De top A van ABAD zal dan in een punt 
A’ van boog BHD liggen en de top A van ACAE in een ander 
punt A“ van boog BHD, omdat koorde BA" { koorde BA’ is, 
want AE { AB. 

De bissectrices AO’, A'O° der hoeken BAD en BA/D zullen 
door het midden M van den boog BMD gaan en de koorde BD 
in O/ en O” snijden, zoodanig, dat AO’ = A"O” zal zijn, daar 
ieder der rechten AO’, A'O" gelijk is aan AO (fig. 1). 

Het is nu gemakkelijk te zien, dat de twee rechten MA’, MA” 
gelijke hoeken moeten maken met de middellijn MIH, die lood- 
recht door het midden I der koorde BD gaat. 





Was bijv. _ ZA'MH ) ZA’MH 

dan zou MA’ { MA” moeten zijn, 

omdat de AAA’'MH en A7MH de hypothenusa gemeenschappelijk 
hebben. 

Bovendien zouden de twee rechthoekige AAMIO', MIO" geven 
MO’ © MO". 

Uit deze twee ongelijkheden zou volgen 

AO’ {AO 


hetgeen strijdt met de onderstelling. 
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De gelijkheid der hoeken AMH en A'MH toont aan, dat de 
bogen HA’ en HA” onderling gelijk zijn. Hieruit volgt de gelijk- 
heid der bogen A'D en A'D en die der bogen ArD en A/B. 

Er volgt uit dat de koorden AD en A B onderling gelijk zijn. 
Evenzoo de koorden A’D en A/B. 

De twee AABAD en BAD hebben dus de 3 zijden twee aan 
twee gelijk. Omdat de koorden BA' en DA” gelijk zijn, is de zijde 
AB van ABAD gelijk aan de zijde AC van ACAE. 

Hetgeen bewezen moest worden. 


TW: EED Ee OBG OIS SA INRES 


In AABC zijn BD en CE de 
twee gelijke bissectrices, die elkaar 
in O snijden. 

Trek AO en verleng haar tot 
Nzij BC in F ontmoet, dan zal AOF 
jde bissectrix van BAC zijn. 

8 Beschrijf om AACE den cirkel 
BNB die AF in I snijdt. Het punt Ì 
is het midden van boog EPC. Trek El, dan is AEOI » AEAI, derh. 
Ob Elnes EI: : Al 
EI? — Ol . AI-— Ol (AO 4 OU). 

Beschrijf om AABD den eirkel, Het is gemakkelijk in te zien , 
dat hij gelijk zal zijn aan dien om AACE. Deze cirkel zal ook 
door 1 gaan. 

Zij de afstand van het punt O tot het midden van boog BQD 
gelijk aan a. Als we nu aantoonen, dat a — OI, dan moet het 
punt I het midden van boog BQE zijn. Als we het midden van 
boog BQD met D vereenigen, zullen we even als hierboven vin- 
den, dat 





EI? — ala + AO), dus a = OI, 
Maar als IT het midden is van boog BQD, zullen we hebben 
Bie Oldest BIA GS Ze GLAS 
Bovendien is ZBAI = ZCAI en Al is eene gemeenschappelijke 
zijde, derhalve is ABAI 2 AGAI, dus AB = AC. 


_ Nog TWEE OPLOSSINGEN komen voor inJ. Versluys, Over Metho- 
den bij het oplossen van Meetkundige Vraagstukken, S 24 en S 29, 
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120. Als a een positief geheel getal is, dan is de vorm a? — a 
steeds door 42 deelbaar. Bewijs dit. 
(Verg. ex. Rotterdam, Mei ’86) Luctor. 


OPLOSSING. 


a’ — a —= aaf — 1) — ala + 1) (a% — 1) — a(a + 1) 
(a? — a + 1) (a — 1) (a? + a + 1) 
= (a —1).a.(a 1) (a? — a + 1) (a? + a +1). 
De factoren (a — 1), a en (a + 1) zijn 3 opeenvolgende ge- 
tallen, hun product is steeds deelbaar door 2 en door 3, waaruit 
volgt dat a?” — a altijd deelbaar is door 6. 
Om aan te toonen dat a?” — a ook steeds door 7 deelbaar is, 
heeft men het volgende: 
Als men a door 7 deelt kunnen de resten zijn: 0, 1, 2, 3, 
A, 5 en 6 of O0, 1, 2, 3, — 3, — 2, en — 1Í zoodat men heeft 
EO paer ape Aof a == 7 3. 


Voor a — 7p is de factor a deelbaar door 7 
Rd pe ADD Bp 4 Ardi d ) bite 
> api» » ard » Did 
Deense Mehr d irt Dt rd 
> d=p—»r»»r» » as +1 » Duhd 
NRD Br dam nas p ed. 
Dd iP BN ent ed DP Did 

A? — a is dus steeds door 2, 3 en 7 deelbaar. dus ook door 
2.3.7 == 42. Luctor. 


T WEEDE OPLOSSING. 


We vonden reeds dat a” — a door 6 deelbaar is. 

Nu is a? — a — a(a° — 1). 

Als a een 7-voud is, dan is a? — a door 6 en door 7, dus 
door 6 . 7 = 42 deelbaar. 

Is a relatiefpriem met 7, dan is a°® — 1 door 7 deelbaar, 


(Theorema van Fermat), dus a? — a is door 6,7 = 42 deelbaar. 


LAGRANIGE'S 


Elementaire Mathematische Voorlezingen. 


EERSTE VOORLEZING. 


memmen 


DE REKENKUNDE, 


IN HET BIJZONDER DE BREUKEN EN LOGARITHMEN. 
(Vervolg van blz. 236, Jaarg. 1.) 


Gij hebt reeds gezien, hoe een getal, vermenigvuldigd met een: 
gelijk getal, het quadraat-getal geeft, en, op dezelfde wijze nog: 
vermenigvuldigd, het kubiekgetal, en zoo voort. 

In de meetkunde gaat men niet verder dan he: kubiekgetal „ 
dewijl geen lichaam meer dan drie afmetingen hebben kan; maar 
in de algebra en de rekenkunde kan men zoo ver gaan, als men: 
slechts wil. 


Daaruit is de theorie der worteltrekking ontstaan; want, ofschoom: 


elk getal tot de tweede, derde macht enz.-kan verheven worden „ 
is het omgekeerd niet waar, dat ieder getal nauwkeurig een qua- 
draat of een kubiekgetal kan zijn. | 

Het getal 2 is bijv. geen quadraatgetal, omdat het quadraat. 
van een een is, het quadraat van twee is vier; daar er tusschen 
een en twee geen andere geheele getallen zijn, kan men geen getal 
vinden, dat, met een gelijk getal vermenigvuldigd, 2 voortbrengt. 
Zelfs in breuken kan het niet, want, nemen we eene tot hare een- 
voudigste gedaante herleide breuk, het quadraat dezer breuk zal 
nog eene tot hare eenvoudigste gedaante herleide breuk zijn en: 
zal bijgevolg niet aan het geheele getal 2 gelijk kunnen zijn. Maar, 
indien men den wortel uit twee niet nauwkeurig trekken kan, toch: 


dara de 
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kan men hem benaderen, zooveel als men wil, vooral door de deci- 
male breuken. Dit kan in het oneindige voortgaan en men kan 
de ware wortels tot op zulk een graad van nauwkeurigheid nabij- 
komen, als men wil, door de regels voor het trekken der quadraat 
en kubiekwortels enz. te volgen; maar ik zal hierover niet in bij- 
zonderheden treden. 

De theorie der machten heeft die der reeksen voortgebracht , 
alvorens daarover te spreken, moet ik iets over de evenredigheden 
zeggen. Men heeft gezien, dat iedere breuk eene verhouding uitdrukt; 
als er twee gelijke breuken zijn, heeft men ook twee gelijke verhoudin- 
gen; dan vormen de getallen, welke de breuken of de verhoudingen 
voorstellen, dat, wat men eene evenredigheid noemt. Dus de ge- 
lijkheid der verhoudingen van 2 tot 4 en van 3 tot 6 geeft de 
evenredigheid 2 : 4 — 3 : 6, dewijl 4 het dubbel is van 2, even- 
als 6 het dubbel is van 3. Van de theorie der evenredigheden 
hangen vele rekenkundige regels af; zij is voort de grondslag van 
den vermaarden regel van drieën, die zoo algemeen gebruikt wordt, 
Gij weet, dat, als men de eerste drie termen heeft, men, om 
den vierden te vinden, niets te doen heeft, dan den tweeden 
en derden term met elkaar te vermenigvuldigen en het product 
door den eersten te deelen. Men heeft vervolgens verschillende 
andere bijzondere regels bedacht, die in de meeste leerboeken der 
rekenkunde te vinden zijn; maar men kan ze te zamen achterwege 
laten, als men de beteekenis van het vraagstuk juist opvat. Zoo 
zijn er rechte (directe), omgekeerde, eenvoudige, samengestelde 
regels van drieën; de regels der gezelschapsrekening, der menging- 
‘rekening enz. : alles loopt op den regel van drieën uit. Eene juiste 
opvatting van het vraagstuk en het behoorlijk plaatsen der termen 
der evenredigheid is alleen noodig. Ik zal niet in deze bijzonder- 
heden treden, doch er is eene andere theorie, die in vele omstan- 
digheden nuttig is; het is de theorie der reeksen. 

Als men verscheidene getallen heeft, welke onderling de- 
zelfde evenredigheid vormen en die op elkander volgen, zoodat het 
tweede staat tot het eerste als het derde tot het tweede, als het 
vierde tot het derde en zoo voort, zoo vormen deze getallen eene 
reeks. Ik zal beginnen met eene opmerking. 

Men onderscheidt in al de leerboeken der rekenkunde en der algebra 
gewoonlijk twee soorten van reeksen: de rekenkundige en de meet- 
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kundige, welke met de zoogenaamde rekenkundige en meetkun- 
dige evenredigheden overeenkomen. Doch de naam evenredigheid 
schijnt mij zeer oneigenlijk voor dat, wat men rekenkundige even- 
redigheid noemt. Daar een der oogmerken der École Normale is 
de taal der wetenschap te verbeteren, zal men deze kleine af- 
wijking niet als onnuttig beschouwen. 

Het komt me voor, dat het begrip evenredigheid door het ge- 
bruik reeds is vastgesteld, en alleen beantwoordt aan hetgeen men 
meetkundige evenredigheid noemt. 

Als men van de verhouding der menschelijke ledematen, van de 
deelen van een gebouw enz. spreekt; als men zegt, dat een plan, 
dat men teekent, evenredig verkleind moet worden enz.; als men 
zelfs in het algemeen zegt, dat een ding aan een ander evenredig 
moet zijn, zoo verstaat men door evenredigheid slechts de gelijkheid 
der verhoudingen, zooals in de meetkundige en geenszins de gelijk- 
heid van verschillen , zooals in de rekenkundige evenredigheid. Dus, 
inplaats van te zeggen, dat de getallen 3, 5, 7, 9 rekenkundig 
evenredig zijn, omdat het verschil tusschen 5 en 3 hetzelfde is, 
als dat tusschen 9 en 7, zou ik wenschen, om elke dnbbelzin- 
nigheid te vermijden, dat men eene andere benaming gebruikte. 
Men zou bijv. deze getallen van gelijke verschillen (équidifferents) 
kunnen noemen, om den naam evenredig alleen te behouden voor 
getallen, die meetkundig evenredig zijn, als: 3, 4, 6, 8. 

Aan den anderen kant zie ik niet in, waarom de zoogenaamde 
rekenkundige evenredigheid meer rekenkundig is dan die, welke 
men meetkundig noemt, noch waarom deze meer meetkundig is, 
dan de andere; integendeel, het oorspronkelijke begrip van deze is 
gegrond op de rekenkunde, vermits dat der verhoudingen wezen- 
lijk uit de beschouwing der getallen voortkomt. 

Voor ’t overige, wachtende tot men deze oneigenlijke namen van 
rekenkundige en meetkundige evenredigheden veranderd hebbe, 
zal ik om de grootere eenvoudigheid en gemakkelijkheid voortgaan 
mij er van te bedienen. 

De theorie der rekenkundige reeksen heeft weinig moeielijkheden, 
het zijn hoeveelheden, die bestendig met dezelfde hoeveelheid ver- 
meerderen of verminderen; maar die der meetkundige reeksen is 
moeielijker en belangrijker, omdat veel belangrijke vraagstukken 
daarvan af hangen, bijv. alle opgaven over de samengestelde interest 
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rekening, en die de disconto-rekening betreffen, en vele andere van 
gelijke soort. 

In ’t algemeen, als eene hoeveelheid vermeerdert, en als de ver- 
meerderende kracht, om zoo te zeggen, evenredig is aan de hoeveel- 
heid zelf, brengt zij hoeveelheden in meetkundige evenredigheid voort. 

Men heeft waargenomen, dat in de landen, waar het bestaan zeer 
gemakkelijk was, zooals in de eerste Amerikaansche koloniën, de 
bevolking in den loop van twintig jaren verdubbelde; als zij aan 
het einde van twintig jaren het dubbele is, zoo zal zij aan het einde 
van veertig jaren het viervoud, aan het einde van zestig jaren het 
achtvoud zijn enz. Dit geeft, zooals men ziet, eene meetkundige 
reeks, welke overeenkomt met de rekenkundige reeks der tijdruimten. 

Met de samengestelde interest rekening is het hetzelfde. Indien 
men onderstelt, dat eene gegeven som gelds aan het einde van een 
zekeren tijd eene zekere som opbrengt, zal aan het einde van eene 
dubbele tijdruimte dezelfde som nog eene gelijke som opgebracht 
hebben, en daarenboven zal de som in de eerste tijdruimte ontstaan 
naar evenredigheid eene tweede som voortgebracht hebben gedurende 
de tweede tijdruimte, enz. Men noemt gewoonlijk de oorspronkelijke 
som, het kapitaal , de voortgebrachte som de rente, en de constante 
verhouding van het kapitaal tot den interest voor een jaar penning. 
Dus de twintigste penning wijst aan, dat de interest het twintigste 
deel van het kapitaal is, wat men ook 5 per 100 noemt, daar 5 
het twintigste deel van 100 is. Naar dezen rentevoet zal het 
kapitaal na een jaar met een twintigste vermeerderd zijn, bijgevolg 
zal het vermeerderd zijn in reden van 24 tot 20. Aan het einde 
van twee jaar zal het nog in dezelfde reden vermeerderd zijn, 


© 
namelijk in reden van En vermenigvuldigd met En na drie 


21 21 21 
Bo 20% 1:20 
Men vindt, dat het op deze wijze bijna verdubbeld zal zijn aan 


jaren in de reden van en zoo voort. 








het einde van 15 jaren, en tienmaal grooter zal zijn aan het einde 
van drie en vijftig jaren. 

Omgekeerd dus, dewijl eene som, dadelijk betaald, aan het einde 
van 15 jaren verdubbeld zal zijn, is het duidelijk, dat eene som, 
die eerst na vijftien jaren betaald behoeft te worden, werkelijk slechts 
de halve waarde heeft. Dit noemt men de contante waarde 
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eener som, die aan het einde van een/bepaalden tijd betaald moet 
worden; en het is duidelijk, dat, om deze waarde te vinden, het 
slechts noodig zal zijn, de toegezegde som zoo dikwijls door de 


breuk 21 te deelen, cf wel zooveelmaal met de breuk 








te 


vermenigvuldigen, als er jaren te doorloopen zijn. Alzoo zal men 
vinden, dat eene som betaalbaar aan het einde van drie en vijftig 
jaren contant slechts het tiende deel waard is. Daaruit ziet men, 
hoe weinig voordeel het zou aanbieden zich van het volstrekte 
eigendom van een som gelds te ontdoen, om er het vruchtgebruik 
van te behouden gedurende 50 jaren b.v., dewijl men daardoor 
slechts een tiende aan het vruchtgebruik zou winnen, terwijl men 
het recht van bezit voor altijd zou verloren hebben. 

Bij de lijfrenten vereenigt zich de beschouwing over den interest 
met den waarschijnlijken levensduur, en daar iedereen altijd gelooft, 
zeer lang te kunnen leven, en aan den anderen kant kan men niet 
veel werk maken van een eigendom, dat men verplicht is bij het 
sterven te laten varen, zoo ontstaat er, wanneer men geen kin- 
deren heeft, eene bijzondere neiging om zijn vermogen geheel of 
ten deele, op lijfrente te beleggen. 

“Niettemin, als men eene lijfrente stiptelijk berekent, biedt zij 
niet genoeg voordeel aan om aan te moedigen er het eigendom van 
het vermogen aan op te offeren. Daarom heeft men telkens, als men 
lijfrenten wilde scheppen, die aantrekkelijk genoeg waren, om het pu- 
bliek aan te sporen er deel aan te nemen, dit onder lastige voor- 
waarden voor de instelling moeten doen. 

Maar wij zullen er later meer van zeggen, als wij de theorie 
der lijfrenten, die tot de waarschijnlijkheids-rekening behoort, zul- 
len behandelen. 

Ik zal eindigen met nog iets over de logarithmen te zeggen. 

Het eenvoudigste denkbeeld, dat men zich van de theorie der 
logarithmen, zooals zij in onze gebruikelijke tafels voorkomen, ma- 
ken kan, bestaat daarin, dat men al de getallen door machten van 
10 denkt uitgedrukt. De exponenten dezer machten zijn alsdan de 
logarithmen. 

Op deze wijze is het duidelijk, dat de vermenigvuldiging en dee- 
ling van twee getallen tot de optelling en tot de aftrekking der 
respectievelijke exponenten, datis te zeggen, van hunne logarithmen 
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herleid worden; en bijgevolg worde de machtsverheffing en de wor- 
teltrekking tot de vermenigvuldiging of de deeling herleid, hetgeen 
in de rekenkunde een zeer groot voordeel is en er de logarithmen 
zoo gezocht maakt. 

Maar op het tijdstip, waarop men de logarithmen heeft uitgevon- 
den, kende men deze theorie der machten nog niet. Men dacht 
niet, dat de wortel uit een getal als eene macht met gebroken expo- 
nent kon beschouwd worden. Men kwam er op de volgende wijze toe. 

Het oorspronkelijke denkbeeld ging van twee overeenkomende 
reeksen, eene rekenkundige en eene meetkundige, uit. Zoo kwam men 
tot de logarithmen; maar men moest het middel vinden om de lo- 
garithmen van alle getallen te verschaffen. Daar de natuurlijke 
getallen, eene rekenkundige reeks volgen, is het noodig deze reeks 
zoo vast te stellen, dat de opeenvolgende termen elkaar zeer nade- 
ren, opdat ze alle de termen eener meetkundige reeks kunnen uit 
maken. Om de mogelijkheid aan te toonen, al de getallen op 
deze wijze uit te drukken, heeft de uitvinder NEPER ze voort be- 
schouwd als door lijnen en deelen van lijnen uitgedrukt en deze" 
lijnen heeft hij beschouwd als door de continue beweging van een 
punt voortgebracht , wat zeer natuurlijk is. 

Neper heeft dus twee lijnen beschouwd: de eerste voortgebracht 
door de beweging van een punt, dat in gelijke tijden afstanden 
beschreef, die eene meetkundige reeks vormen, en de andere voort- 
gebracht door een punt, dat wegen aflegt, die als de tijden aan- 
wassen en bijgevolg eene rekenkundige reeks vormen, overeenko- 
mende met de meetkundige. Hij heeft, om eenvoudiger te zijn , 
ondersteld, dat de aanvangssnelheden van deze twee punten gelijk 
waren. Op deze wijze kwam hij tot de logarithmen, welke men 
aanstonds natuurlijke, daarna hyperbolische noemde, toen men 
waargenomen had, dat zij door de vlakke ruimte tusschen de hyper- 
bool en hare asymptoten uitgedrukt konden worden. Op deze wijze 
is het duidelijk, dat, om de logarithme van een willekeurig gegeven 
getal te hebben, men op de eerste lijn een deel, gelijk aan het gege- 
ven getal moet nemen en moet zoeken, welk deel der tweede lijn in 
denzelfden tijd, als het deel op de eerste lijn, zal beschreven zijn. 

Als men overeenkomstig dit denkbeeld voor de eerste twee termen 
der meetkundige reeks de zeer weinig van elkaar verschillende ge- / 
tallen 4 en 1,0000004 neemt, en voor die der rekenkundige reeks 
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0 en 0,0000501 en volgens de bekende regels successievelijk alle 
volgende termen der beide reeksen opzoekt, vindt men, dat het 
getal 2, totop de tiende decimaal nauwkeurig, de 6931472ste term 
der meetkundige reeks is, zoodat 0,69831472 de logarithme van 2 
is. Het getal 10 is de 23025851ste term der reeks, bijgevolg is 
2,3025851 de logarithme van 10 en zoo vervolgens. Maar Neper, 
die slechts ten doel had de logarithmen der getallen kleiner dan 
de eenheid te bepalen voor het gebruik der trigonometrie, waarin 
de sinussen en cosinussen der hoeken in deelen van den straal zijn 
uitgedrukt, heeft de afdalende meetkundige reeks, waarvan de eerste 
twee termen 1 en 0,9999999 zouden zijn, beschouwd en heeft er 
door zeer groote berekeningen de volgende termen van bepaald. In 
deze veronderstelling wordt de logarithme, die we voor het getal 


2 vonden, die van het getal En of 0,5, en die van het getal 





10 komt overeen met het getal of 0,1, wat gemakkelijk uit 


den aard der twee reeksen te vatten is. 

Die arbeid van NePeEr verscheen in het jaar 1614; men begreep 
er aanstonds het nut van en men gevoelde tegelijk, dat het meer 
overeenkomstig het tientallig stelsel onzer rekenkunde zou zijn en 
bijgevolg veel eenvoudiger, als men trachtte het zoo in te richten, 
dat de logarithme van 10 de eenheid was, mitsdien die van 100 
2 zou zijn, en zoo vervolgens. Tot dat einde zou men, inplaats 
van de getallen 1 en 1,0000001 tot de eerste twee termen der 
meetkundige reeks te nemen, de getallen 1 en 1,0000002302 hebben 
moeten nemen, 0 en 0,0000001 behoudende voor de overeenkom- 
stige termen der rekenkundige reeks. Daaruit ziet men dat, ter wijl 
het punt, dat ondersteld wordt door zijn beweging de meetkundige 
lijn of de lijn der getallen voort te brengen, het zeer kleine gedeelte 
0,0000002302 zou beschreven hebben, het andere punt, dat in 
denzelfden tijd de rekenkundige lijn of de lijn der logarithmen moet 
voortbrengen, het deel 0,0000004 zou doorloopen hebben; en dat 
dus de ruimten in denzelfden tijd door deze twee punten bij het 
begin hunner beweging beschreven, dat is te zeggen hunne aanvangs- 
snelheden, in plaats van gelijk te zijn, zooals in het voorgaande 
stelsel, tot elkaar staan als de getallen 2, 302..... tot 1, waarbij 
men zal opmerken, dat het getal 2,302..... juist dat is, dat in 
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het eerste stelsel der natuurlijke logarithmen de logarithme van 
40 uitdrukt. Dit kan ook a priori bewezen worden, zooals wij zien 
zullen, als wij de algebraïsche formulen op de theorie der logarithmen 
zullen toepassen. Briaas, een tijdgenoot van NEPER, is de uitvinder 
van deze verandering in het logarithmenstelsel, gelijk mede der 
logarithmentafels, waarvan men gewoonlijk gebruik maakt. Hij 
heeft er een gedeelte van berekend, en het overige de Hollander 
VLACQ. 

Deze tafels verschenen in 1628 te Gouda, zij bevatten de logarith= 
men van al de getallen van 1 tot 100000, tot op 10 decimalen 
berekend, en zijn nu zeer zeldzaam. Maar men heeft sedert inge- 
zien, dat, voor het gewone gebruik, zeven decimalen voldoende 
zijn, daarom zijn in de tafels, waarvan men zich dagelijks gebruik 
maakt, slechts zeven decimalen. 

Brigas en VrLacq gebruikten verschillende zeer vernuftige middelen 
om hun arbeid gemakkelijk te maken. 

Datgene, dat het natuurlijkst voorkomt en dat ook altijd nog 
een der eenvoudigste is, is uit te gaan van de getallen 1,10, 100, 
wier logarithmen O, 1, 2,... zijn, en tusschen de op elkander volgende 
termen der twee reeksen zooveel overeenkomstige termen, als men 
wil, in te lasschen ; in de eerste door meetkundig middenevenredigen , 
in de tweede door rekenkundig middenevenredigen. Als men op deze 
wijze tot een term der eerste reeks zal gekomen zijn, die tot op 
de achtste decimaal het getal, waarvan men de logarithme zoekt, 
nadert, zoo zal de overeenkomstige term der andere reeks de loga- 
rithme van dit getal tot op de achtste decimaal zijn. B.v. om de 
logarithme van 2 te vinden, zoekt men aanstonds, daar 2 tusschen 
4 en 10 ligt, door de worteltrekking den quadraatwortel uit 10, 
de meetkundig middenevenredige tusschen 41 en 10. Men vindt 
3,16227766 en de overeenkomstige rekenkundig middenevenredige 


tusschen 0: en-'1 zal En of wel 0,50000000 zijn. Aldus is men 


verzekerd, dat dit laatste getal de logarithme van het andere is. 
Dewijl 2 nog tusschen 4 en het gevonden getal 3,16227766 ligt, 
zoo zoekt men op dezelfde wijze de meetkundig middenevenredige 
tusschen deze twee getallen en vindt daarvoor 1,37823941 ; dus 
door op dezelfde wijze de rekenkundig middenevenredige tusschen 0 
en 0,50000000 te nemen, zal men de logarithme van dit getal 
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hebben, welke zal zijn 0,25000000. Nu liet 2 tusschen dit laatste 
getal en het vorige. 

Cm er altijd meer nabij te komen zal men de meetkundig mid- 
denevenredige tusschen deze moeten zoeken; als ook de rekenkundig 
middenevenredige tusschen hare logarithmen enz. Men vindt alzoo 
door een groot aantal gelijke berekeningen, dat de logarithme van 
2 gelijk 0,3010300 en die van 3 gelijk 0,4771213 is enz., als 
men geen grootere nauwkeurigheid dan zeven decimalen wenscht te 
hebben. Deze berekening is slechts voor de priemgetallen noodig ; 
want voor de getallen, welke het product van twee of meer priem- 
getallen zijn, vindt men de logarithme eenvoudig door optelling der 
logarithmen harer factoren. 

Daar het voorts, behalve in bijzondere gevallen , niet meer noodig 
is, logarithmen te berekenen, zou men de bijzonderheden, waar wij 
op kwamen, voor onnuttig kunnen aanzien. Maar men mag wel 
“ begeerig zijn, den langen en moeielijken weg en de groote zwarig- 
heden te leeren kennen, welke de uitvinders te overwinnen hadden, 
om hun doel te bereiken, en hoe veel men aan die weldoeners der 
menschheid verschuldigd is. 

Deze kennis is bovendten geen zuivere weetgierigheid, zij kan 
in dergelijke onderzoekingen dienen om den weg te wijzen, en dient 
altijd omeen helderder licht over de dingen, waarmee wij ons bezig- 
houden, te verspreiden. 

De logarithmen zijn voor de wetenschap een algemeen gebruikelijk 
werktuig en niet minder voor de kunsten, voor welke het noodig is 
zich van het rekenen te bedienen. 

Ziehier bijv. eene voor de hand liggende toepassing. 

Degene, die niet geheel vreemdelingen in de muziek zijn, weten, dat 
men de verschillende tonen van het octaaf door getallen uitdrukt, welke 
de deelen eener zelfde snaar bepalen, welke deze zelfde tonen zouden voort- 
brengen. Zoo is, wanneer de grondtoon door de eenheid wordt uitgedrukt, 


zijn octaaf door 5 de quint door oe de terts door A de 
5 


quart door od de seconde door ie enz. gegeven. De afstand 


van een toon tot den naastvolgenden noemt men interval, en dit 
wordt niet gemeten door het verschil, maar door de betrekking der 
getallen, die beide tonen uitdrukken. Aldus beschouwt men het 
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interval tusschen de quart en de quint, den zoogenaamden grooten 
geheelen toon, als het dubbel van dien tusschen de terts en de 
quart liggende interval, den zoogenaamden Kleinen geheelen toon. 


Het eerste interval wordt inderdaad door Ets het tweede door 5 


uitgedrukt, en het eerste verschilt niet veel van het guadraat van 
het tweede, wat gemakkelijk aan te toonen is. Het is nu duide- 
lijk, dat deze beschouwing der intervallen, op welke de geheele 
theorie der muzikale temperatuur berust, natuurlijk tot logarithmen 
leidt. Want, als men de waarde der verschillende tonen door de 
logarithmen der lengten der snaren, die er mee overeenkomen , 
uitdrukt, zoo wordt het interval tusschen twee op elkaar volgende 
tonen door het verschil der waarden voor deze tonen zelf gegeven, 
en wilde men het octaaf in twaalf gelijke halve tonen ontbinden, 
wat de eenvoudigste en nauwkeurigste temperatuur geven zou, zoo 


behoefde men slechts de logarithmen van ee de waarde van het 


octaaf , in twaalf gelijke deelen te deelen. 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


VI. Construeer een driehoek, als zijn hoogtelijnen gegeven zijn. 
(J. Versluijs, Nieuw Lrb. d, vl. Mtk. n°. 106). M. Simons. 
Zie: Oprossine Vriend der Wiskunde F blz. 229. 


Pee Done B TOS. IN 0 


De lezer gelieve de figuren te teekenen. 
Zijn l, m en n de gegeven loodlijnen, respectievelijk neergela- 
ten op de gevraagde zijden «@, y en z, dan is blijkbaar 


LIYIS ii 
Construeer nu een driehoek met l, m en n tot zijden en laat 


daarin de loodlijnen p,‚ q en 7 neer, dan is 
1 1 1 


of TE Ee 


dus gn PEEP ENE 

Construeert men nu nog een driehoek DEF met p,‚ q en # tot 
zijden, dan is deze dus gelijkvormig met den gevraagden. Men 
heeft nu slechts in dezen driehoek een hoogtelijn FG te trekken, 
GC = 1 te nemen, en door C de lijnen CA en CB // FD en FE 
te trekken, om den verlangden driehoek ABC te verkrijgen. 


VIT. Bepaal # uit EPE EEE ee 
tE Á 


(J. Versluijs, Lrb. d. Algebra IT, $ 187, n°. 14.) P G. 
OAD O 055 ANDER 


et Vz eb BENE 
Va 4 f 
Vermenigvuldigen we teller en noemer der eerste breuk met 
z — We, dan verkrijgen we 
xt ig 
ee ne 


waaruit volgt dat 
(z en Ve)? se Á 
dus 1E ze 


eN 
2 4 
Vire EEn jen 
2 2 
Vs —= 2 
en Eds 


Negatieve en imaginaire waarden blijven buiten beschouwing, 
omdat de opgaven in $ 187 ondersteld worden te voldoen aan de 
onderstelling in S 184, waar we lezen: »In het volgende onder- 
»stellen wij steeds, dat men bij het trekken van een evenmachts 
» wortel, wanneer vóór het wortelteeken plus of niets staat, den 
»positieven wortel wordt bedoeld” 


VIII. Van een rechthoekigen driehoek is de omtrek — a en de 
hoogtelijn op de hypotenusa = h, Bereken de hypothenusa, 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Mtk., 3° st, $ 20, n°, 28). P.G. 
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OPLOSSING. 
Noemen we de rechthoekszijden y en z, de hypothenusa x, dan 


is VAE CANON EW el eZ 
We hebben nu TANZ gieet vi 
en Vann 22 
Zsa hy 
dus y42=et2 he 
maar W+ D= (a — 2} 
dus 2d 2 he=(a— e= at — ar + x? 
waaruit (a + h)r — a? 
a: 
en De Ne 
| 2(a + h) 


G. H. Barneveld; M. Simons. 


IX. Men vraagt den inhoud eens driehoeks uit te drukken in zijne 
drie hoogtelijnen. 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Mtk, S 20, n°. 48). P. G. 
Oe DEES OeLN: Goro 
Noemen we de zijden van den driehoek a, b, ce, de hoogtelijnen 
op die zijden respectievelijk z, y, z en den inhoud 1, dan is 
ax — by = cz, 
REDE ee dd dn 
x 


y 


EW s(s — a) (s — B) (s — ©) 
Nu is: 
urne Dep. Cult oe jee z z 
s ET z (4+et)e 


Rd r (ZE mee 





B c z z 
Bm et) 
Rm =Etet), 

9 ’ 
de Flare vacnr z 
RDR 7 aleen 
== (SE) 
2 LY 


se = Ee Ene (+ tje 


3 Ur 
sen 


CTI zele ens 
rr X 





Ver vz + 2y) (— yz tz + ry) (yz — oz 422) (yzd vz — Ly) 











maar ori Teen on rene 
z z3 
2 
dere TE, 
°° y° z2 
VW oeteet an (—yztaz 4 zy) (yz— oat rz) (yz Hoz — 2y) 
en 1 = Bidt 


Ve Heztay) (—yztazry) (ye ortry) (yet y) 
| G. H. Barneveld ; H. Siersma, 


X. De hoekpunten eens gelijkzijdigen driehoeks liggen op drie 
evenwijdige lijnen, van welke de middelste op afstanden a 
en b van de andere verwijderd is. Bereken de zijde diens 
driehoeks. 


(W.H. Wisselink, Vrgst.t. Oef. in d. Mtk. S20 — n°. 50) P. G. 
OPLIOS SING. 


Zij , y en z de drie evenwijdige lijnen, 
de afstand van y tot & = a en die van 
y tot z — b. 

Onderstellen we, dat ABC de gevraagde” 
is. Beschrijf om ABC den omgeschreven _ 
cirkel. Deze snijdt de lijn X in Den Z in 
E. Vereenig B en C met D, dan is 


ZBDC = ZBAC = ze bg BO — 60°. 
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Eveneens is ZDBE — ZADB — ZACB = 600, 
want BBR ie bg DE en bg DE — bg AB. 


Hieruit volgt de volgende constructie, 

Uit een willekeurig punt D der lijn X, trekken we twee rechte 
lijnen DB en DC, die de drie evenwijdige lijnen onder een hoek 
van 60° snijden. Deze twee rechte lijnen snijden Y en Z in twee 
punten B en C. Trek BC en beschrijf om ABCD een cirkel, die 
de lijn X in A snijdt. Vereenig A met B en C, dan is AABC 
de gevraagde. 


T WEEDE OPLOSSING. 


Zie: J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 77 


De Re Denthe De ei Bn OR NG 


Zij AABO de gevraagde gelijkzijdige driehoek. Trek FG door 
C en BI loodrecht op X, dan hebben we, als we 
AB = BC = AC = « stellen: 
FA = Ve — a 
A= Ve — (a + bt | 
FA + A= att We (a + be 
Maar FA + AI — FI — BG 
en BG — Vet 
dus Warie Wet — (a + 5? 
AV ar Verd Vaer 
ra —Zab bt tat rb (at — (wbt) 
VE DEE =d 
ánt — hat a? — 4b? 2 + Aar be — vi 4 4ab a? + 4a2b? 
3at —= Ala? + ab + br? 


tm (ab) 


ER TV tab tb) 


G. H. Barneveld, M. Simons. 





OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Asten April 1887 franco bij 


141. 


142. 


143. 


144. 


145. 


den Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden 
ingewacht. 


(Men gelieve aan het adres toe te voegen: Redactie 
Tijdschrift Wiskunde.) 


In elken ingeschreven vierhoek, waarvan de diagonalen elkaar 


loodrecht snijden, gaat de loodlijn, door-het snijpunt der dia- 


gonalen op een der zijden getrokken, door het midden der 
overstaande zijde. 
(Verg. ex. Harderwijk, 1886.) 


In elk trapezium is de lijn, die de middens der diagonalen 
vereenigt, evenwijdig aan de evenwijdige zijden en gelijk aan 
het halve verschil dier zijden. 

(Verg. ex. Rotterdam, 1886.) 


Uit een punt C van een cirkelomtrek laat men eene loodlijn 
neer op de middellijn, die deze in de witerste en middelste 
reden verdeelt. Bereken de lengte der raaklijn, die in C 
aan den cirkel getrokken wordt en het verlengde der middel- 
lijn ontmoet. Alma. 


Bewijs, dat een driehoek scherphoekig is, als de lijn, die 
het midden van de grootste zijde met het overstaande hoek- 
punt verbindt, grooter is dan de helft van die zijde. 

(Verg. ex. Neede, 1886.) 


Binnen een regelmatig achtvlak ligt een cylinder zoodanig , 
dat de omtrekken van grond- en bovenvlak de zijvlakken van 
den octaëder raken in hun zwaartepunten. Als de ribbe van 
het achtvlak a is, hoe groot is dan de inhoud van den cy- 
inder? | 

(J. Versluys, Stereometrie, n°. 222.) Alph. F. Ockerse. 


146. 


147. 


148. 


149. 


150. 


hd 


152. 
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Construeer een driehoek, waarvan de 3 zwaartelijnen gege 
ven zijn. | | Ë 

(J. Versluijs, Metk. opl. mtk. Vrgstk., $ 25, n°. 9.) 

| 2 P, D.; Alph. F. Ockerse. 


Van een driehoek zijn gegeven twee hoeken en de som der 
hoogtelijn en der mediaan uit het hoekpunt van den derden 
hoek naar de overstaande zijde getrokken. 

Construeer dien driehoek. 


Als eene macht van 1000, verminderd met 41, door 37 deel- 
baar is, dan is de opvolgende macht van 1000, verminderd 
met íÎ , ook door 37 deelbaar. 

Bewijs dit. Pr 


Een getal bestaat uit 5 cijfers, zoo dat de cijfers van voren 
naar achteren dezelfde zijn als omgekeerd. Het middelste 
cijfer is 6. Door 18 gedeeld is de rest 7. Wat kan het ge- 
tal zijn. (Verg. ex. Rotterdam, (2)). B. 


Te bewijzen, dat van elke meetkundige evenredigheid de som 
van den kleinsten en grootsten term grooter is, dan die der 
twee andere. 

(Verg. ex. Kralingen.) B. 


Leid uit de vergelijking 
ci — 8x3 + 1542 + Er — 16 
eene andere af, waarvan de wortels 4 kleiner zijn, en los de 
aldus verkregen vergelijking op. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886). Alph. PF. Ockerse, 


Herleid 





Een 1 3 1 —8 R eN 

3/ ab 2 4 al2 p ds dr3 b3 

Lb = ebt Tank TUE 
C Cc c3 


Ep: 
Ee tene 


1 


H. Siersma. 


Bepaal de limiet van 
eee pd: 
get 142713 43010 Toe id 

(Acte ex. Wisk., Oct. 1880, Zwolle.) V. P. 


154. 


155. 


| 


156. 


158. 


159. 


160. 
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Los « op uit: 
Gat HAW 4 9 TE 3602 4 Bs 4 5âw + 27. 
é (Eindex. Gymn. Leiden, (B), 1886.) 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante 


— -h4 —1 Bd 
Cel Ce 

(Verg. Toelex. Artilleriecursus, Delft, 1885.) 
Trek den derdemachtswortel uit 


314987206464. 
(Ex. Adelborst, Algebra, 1886.) 


Los op: 
xt y3— Dent ty=3. 
(Eindex. Gymn. Arnhem.) 
Zeker getal bestaat uit de cijfers: a, b, cen d; een ander 


getal uit de cijfers: d, ec, ben a. Van de getallen is ge- 
geven, dat hun verschil 6174 bedraagt; van de cijfers, dat 
zij de termen eener rekenkundige reeks uitmaken, welker 
som 24 is. Welke getallen worden hedoeld? 
(Literarisch Math. ex. 1886.) 


De waarden van #, y en z te bepalen, die gelijktijdig vol- 
doen aan de vergelijkingen : 
ze 22 — 2 br UBE 350, 
YI z2V3—=r=0, 
yV3 HJ 42 H MVB = 0, 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1886.) 


A, B en C drijven samen handel. De inleg van A is de 
vierkants wortel van die van B, terwijl de inleg’ van C de 
meetkundige middenevenredige is van de inleggelden van A 
en B.” Zij winnen driemaal den vierkantswortel van hunne 
inleggelden, zoodat kapitaal en winst te zamen f 990 be- 
dragen. 

Hoeveel heeft ieder ingelegd ? 

(Eindex. Hoogere Burgersch. 1886.) 
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CORRESPONDENTIE, 
2 
In n®. 122 staat ê 








b 
‚ lees 
ar? ax 


J.H. S. In n°, 440 staat 7|9/ 842. | 

A. K.; (J. L. G.; H. L.; J. K.) meldt mij Uwe namen. 

E. van Dien. Is Uw pseudoniem van 1886 vervallen? 

D. A. G. S. De waarden voldoen. 

O0 + o. Meldt mij Uw naam. benevens van het boek, waarin 
Uwe vrgst. voorkomen, titel, $ en n°. 

Ter voorkoming van abuizen gelieve men bij het inzenden van 
oplossingen en vrgst. naam, pseudoniem, adres (Heer of Dame) te 
vermelden. 

N° 91 Oplossing regel 4 staat 1 = # — y, lees w + y. 

B10 Ds y= 3, lees yr Zr de Tk 

TER OEFENING worden in bewerking gegeven de Vrgst, in J. 

Versluijs, TALSTELSELS S 1—8 7. 


AÂ 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XV. Door het snijpunt van twee cirkels eene rechte lijn te trek- 
ken, waarvan door de twee cirkels koorden worden af- 
gesneden, wier verhouding gegeven is. 

(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 25, n°.7.) 2 P. D. 


XVI. Construeer een driehoek, waarvan gegeven is de grondlijn, 
de tophoek en de som der hoogtelijnen op de beenen. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. S 25, n°. 11.) 2 P. D. 


XVII. Deel het dubbel der middellijn AB in 5 gelijke deelen, be- 
schrijf op de middellijn eenen gelijkzijdigen driehoek ABD; 
trek uit den top D eene lijn DCE, door het eerste deel- 
punt en verleng deze lijn tot zij den omtrek in E snijdt, 
dan is de koorde AE de zijde van den regelmatigen vijf- 
hoek. Bewijs dit. Als gij in de plaats van vijf n leest, 
vraagt men insgelijks het gestelde te bewijzen. 

(Moll, Verz. Vrgst. en Oef, over de Element. Wisk. 2° st., 
6° afd., $ 3, blz. 73.) W. A. W. Moll. 


XVIII. Een kapitaal van a gulden moet in drie deelen worden ver- 
deeld; nadat het eerste gedeelte / jaar, het 2d gedeelte 
m en het 3de gedurende n jaar op samengestelden interest 
heeft gestaan tegen 5%, ’s jaars, moeten die deelen tot 
gelijke sommen zijn aangegroeid. Bereken die deelen. Na 
de algemeene oplossing a == 25000, Ll = 10, m = 8 
en ” — 6 te stellen en met behulp van log, het kleinste 
deel te berekenen. 

(Hoofdacte-examen, Leeuwarden, 1885.) H. K. 


XIX. Drie opeenvolgende termen eener rekenkundige reeks zijn 
respectievelijk door 7, 11 en 13 deelhaar. Bereken deze 
termen. | 5. 


XX, Wat is z in /(a — 2) 4 W/e —b) =P (a — b). 
(Hoofdacte ex. Den Haag, 1883.) H.K, 


49 


XXI. Beredeneer, hoe groot de som der getallen tusschen 25 en 
10000 is, die door 7 gedeeld 5 en door 24 gedeeld 12 
tot rest geven. 

(H. Radersma, Rekenb. 4° st, blz. 17 n°. 69.) P. G. V. 


XXII. Van eene harmonische reeks verhoudt de vierde term zich 
tot den vijfden als 5 tot 4, Als de tweede en de tiende 
of laatste term 20 verschillen, welke is dan de negende 
term dier reeks? 

(H. Radersma, Rekenb., 4° st., blz. 30, n°. 70.) P. G. V- 


XXIIL Vereenvoudig 


Ve 17 a.s) dt 
HW Á 


(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef, in de Algr., 2° st, Gem. 
Vrgst., 138.) 2E 


XXIV, Vereenvoudig 


xs — Vy yer 
ys — Va Molson 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Alg., 2° st., Gem. 
Vrgst. 141.) 2 Pi: 
XXV. Los op 
GEA gio. Ge aOe A BAAS NT HOEN 
Y —Zz 1 — b 2y — 32 
5z — Áb zb 
Sat dry ie 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Alg., 2° st., Gem. 
Vrgst, 147.) AP. 


XXVI. In een willekeurigen vierhoek is het product der diagona- 
len kleiner dan de som van de producten der overstaande 
zijden. 

(C. Knapper, Kz.,-Lrb, d. Mtk. I n°. 506.) H. P. G; J. A. S. 


XXVII, Als Mm, M,, M, en M, de middelpunten, », #/, 7, en 
1, de stralen zijn van de ingeschreven en de aangeschre- 
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ven cirkels van een ABC en R de straal des omgeschre- 
ven cirkels, dan is: 
MA X MB Xx MC = 4Rr? 
M‚A x M‚B X M‚C = 4Rrí 
M,A x M‚B X M‚C = 4Rrô 
M.A x M‚B X M,0 = 4Rrí. 
(C. Knapper, Kz., Lrb, d. Mtk. I, n°, 511.) HP. G. 


XXVIII Ais men een cirkel beschrijft, die door een der hoekpun- 
punten A van een parallelogram ABCD gaat en die AB, 
AC en AD in de punten E‚F en G snijdt, dan is: 
AB . ABE + AD. AG — AC. AF. 
(C. Knapper, Kz, Lrb. d, Mtk. I, nt 512): J.A S, 


XXIX. Op een der zijden van een gegeven driehoek een punt zoo 
te bepalen, dat de afstand van dit punt tot de tweede 
zijde gelijk is aan de rechte, die dat punt met het voet- 
punt van de hoogtelijn op de derde zijde verbindt. 

(C‚ Knapper, Kz., Lrb. d. Mik. I, n°. 645.) J.A. S. 


XXX. Als men uit het snijpunt der diagonalen van een koorden- 
vierhoek loodlijnen op de zijden neerlaat en de voetpunten 
dezer loodlijnen vereenigt, dan ontstaat een vierhoek, waarin 
een cirkel beschreven kan worden; het snijpunt der diago 
nalen is het middelpunt van dien cirkel. 

(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mik. L, ne05%) JA. S. 


KXXI, Een vierhoek te construeeren, als de zijden en de rechte, 
die de middelpunten van een paar overstaande zijden vere 
verbindt, gegeven zijn. 

(C. Knapper, Kz. , Lrb. d. Mtk. TL, 508 NDA B HNE 


XXXIL, Als men uit een punt van den omtrek eens cirkels lood- 
lijnen neerlaat op een koorde en de raaklijnen, in de uit- 
einden der koorde aan den cirkel getrokken, dan is de 
eerste loodlijn middelevenredig tusschen de beide andere. 
C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk, I, n°. 673.) J. A. S. 


4Á 


XXXIIL. Van een vierhoek zijn gegevee de diagonalen, twee over- 
staande zijden en de som der hoeken aan een der andere 
zijden. Men vraagt dien vierhoek te construeeren. 

(C. Knapper, Kz. Lrb. d, Mtk, I, n°. 697.) J. A.S, 


XXXIV. Als Z het zwaartepunt is van een driehoek ABC en P 
een willekeurig punt dan heeft men: 
PA? + PB2 + PC? —= ZA? +ZB2 + ZC? + 3 ZP?, 
(C. Knapper, Kz., Lrb, d* Mtk. I, n°, 736.) J.A. S. 


XXXV. Als Z het midden is van de rechte, die de middelpunten 
der diagonalen van een vierhoek ABCD verbindt, en P. 
een willekeurig punt, dan heeft men: 

PA? + PB? + PC? + PD? —= ZA? + ZB? + ZC2 4 ZD? 4 4 ZP?, 
(C. Knapper, Kz., Lrb. d, Mtk, I, n°, 739.) J. A. S. 


XXXVI. Als AB de koorde van een segment, C het midden van 
bgAB en D het midden van bgAC is, dan is AACB 
{8 AADC. (Christiaan Huijgens.) 
C‚ Knapper, Kz., Lrb, d. Mtk. I, n°. 743.) J.A, S, 


XXXVII. Een cirkelségment, kleiner dan de halve cirkel, is klei- 


ner dan 5 van den driehoek, die de koorde van het 


segment tot basis en de raaklijnen aan den- boog in de 
uiteinden der koorde tot opstaande zijden heeft. (Christiaan 
Huijgens.) 

(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. I. n°. 747.) J.A. S. 


XXXVIIL, Bepaal 7, nauwkeurig in 7 decimalen, met behulp van 
de volgende gegevens: 
jog — 3,14103195..… 
Îega = 3,14145247 
Tann s= 9,14166275 ». … 
(C. Knapper, Kz,, Lrb. d, Mtk. IT, n°. 749.) J. A. S. 


Oel Or se IN GEEN 
der opgaven 121—140. 


124. Een H.L. wordt gevuld met wijn van 60, 70 en 90 cents 
de liter. De gemiddelde waarde wordt daardoor 73 cents 
de L. Hoeveel L. van elke soort zijn er genomen, als men 
8 L. van 60, tegen 5 van 70 cents bezigt? 

(Verg. Toel. ex. Artillerie Cursus Delft, 1886, (Rekenkunde)). 


OPLOSSING, 


8 L. van 60 ct. en 5 L. van 70 ct. kosten samen f 8,30, of 
f1,19 minder dan de gemiddelde prijs van 13 L. 1 L. van 90 
et, is 17 ct. dnurder dan de gemiddelde prijs. 

Men moet dus op de vorige 13 L. En Bede He AES IVAN 
90 ct. nemen, opdat het mengsel van 73 ct. worde. 

Men heeft dus 8 L. van 60 ct., tegen 5 L. van 70 ct. en 
7 L. van 90 ct. 

100 


NERO MAOEE TUS SI ÂO ri van: GOeetss 
Oef 
5 x 5 L, = 25 L. van 70 ct. en 5 X 7 L. — 35 L. van 90 ct. 
nemen. H. de Groot. 


BEWEER De BRLOUPOELO SS ING: 


Er is 8 L. van 60 ct. tegen 5 L. van 70 ct.,‚ dan kost de 


11 


gemengde L. (8 x 60 ct. + 5 X 70 ct): 13 = 63 ze cent. 





De gemengde L. komt echter op 73 ct‚,‚ dat is 73 ct, — 6305 


De Vriend der Wiskunde, II, 4 
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DL De ct. meer, terwijl 73 ct. weer 17 ct. minder is dan 


A 
90 ct. Dus verhouden de gedeelten van 63 5 





ct. en 90 ct. zich 


als 17 : Oe = 47.18 : 119 = 13 : 7, Er is alzoo 18 L. 
1 
13 
tegen 5 L. van 70 ct. en 7 L. van 90 ct. Men heeft dus 40 L. 
van 60 ct, 25 L. van 70 ct. en 35 L. van 90 ct. genomen. 


Lei 


van 63 





ct. tegen 7 L. van 90 ct., of 8 L. van 60 ct, 


122. Te herleiden tot de eenvoudigste gedaante : 


a x° b2 er 
Ve ank 


(Verg. Toel. ex. Artillerie Cursus Delft, 1886, (Algebra)). 








OPA 015 SSMCANA CE 


ABR ETD OSL ERP Vo 
Bir MohbAgr Th 


b2 b 1 b 
Ven zie Vn nnn 











ar 


En Wb DV 


rr atx? b2, 
VG en Dd 
ar b 2 
SV Ca 
ax b 
ne Wb — ne Dede 








Dus is: 














123. Een driehoek te beschrijven, als gegeven zijn: de basis, de 
tophoek „ en de straal. des ingeschreven cirkels. 
(Verg. Toel. ex. Artillerie Cursus, Delft, 1886, (Meetk.)) 


me 


OPLOSSING, 





Van AABC zijn gegeven de basis AB, de tophoek C en de straal 
ME van den ingeschreven cirkel. 

Beschrijf op AB als basis een cirkelsegment, dat ZC bevat, dan 
is dit de meetkundige plaats der toppen van alle driehoeken, die 
AB tot basis en ZC tot tophoek hebben. 

Verder is bekend, dat de meetkundige plaats der middelpunten 
van de ingeschreven cirkels der driehoeken, die in een zelfde cir- 
kelsegment staan, een cirkelboog is, die door de koorde van het 
segment wordt onderspannen en zijn middelpunt heeft in het mid- 
den D van den boog AB, die den boog van het segment aanvult 
tot een geheelen cirkelomtrek. (J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. 
$ 54 en S 100.) 


Trekken we nu eene lijn PQ // AB op een afstand 7» — aan den 
straal van den ingeschreven cirkel, dan snijdt zij den cirkelboog 
in twee punten M en N, die de middelpunten zijn van de twee 
ingeschreven cirkels der twee driehoeken, die aan de vraag voldoen. 

Beschrijf uit M met ME — r een cirkel en trek er uit B en A 
raaklijnen aan, dan snijden deze elkaar in C. AABC voldoet aan 
het gevraagde. 

Door uit N met 7 een tweede cirkel te beschrijven en uit A en 
B daar raaklijnen aan te trekken verkrijgt men den tweeden driehoek. 

H.—P.G. 
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TWEEDE OPLOSSING. 


Construeer in den tophoek C den ingeschreven cirkel M; zij D 
een raakpunt met een zijner beenen. 

Verleng CD met een stuk DE — AB (de gegeven basis), dan 
js E het raakpunt van den aangeschreven cirkel N; 

(Zie: Van Breen, Merkw, punten en lijnen blz. 8). 

De aangeschreven cirkel N is dus te construeeren. 

Trekken we nu de twee gemeenschappelijke raaklijnen aan de 
cirkels M en N, dan verkrijgen we twee 2 AA, dieaan de vraag 
voldoen en waarvan AABC er een is. 

B. H. Stomps; H. de Groot. 


124. Te bewijzen, dat de lijn AD, die een grooteren hoek eens 
driehoeks middendoor deelt, kleiner is dan BE, welke een 
kleineren hoek diens driehoeks in twee gelijke deelen verdeelt. 

(Verg. ex. Arnhem, 1886.) 


OPLOSSING. 


Ond. In AABC is 
ZA ) B 
Gest, Bissectrix AD { bis- 
sectrix BE, 
Bewijs. Zij O het snijpunt 
der twee bissectrices. AD 





en BE. Nuis: WAC) ZB 

1 1 
dus ook ep ZA a ZB 
of ZBAO > ZABO. 
In AABO is dus BO ) AO. 
Omdat BO + OE = BE en AO + OD = AD is, 
zal BE ) AD zijn, als OE = OD of } OD is. 
Onderstellen we OE { OD. ' 
Neem OA’ = OA, OE’ = OE en trek AE’ dan 
is AOANE' 2 AOAE 
dus ZONE!" ZOAB Er A ZA: 


De 
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En volgens de onderstelling OE { OD 


valt dus E° tusschen O en D. 
Trek AF || BO en AG // OD. 
Uit het voorgaande volgt, dat, daar ZOAE’ = en zÄ en 
4 
CA ie PED ZB 
ZOANE >) ZOAF, 
dus het punt E' is tusschen F en D gelegen. 
In AGAB is 
Ze = 1800 — ee NZB: 
Nu is LSO EAA re 
dus 180° — En ZA + ZB ) te ZA, destemeer ) — zB 
dus ZG > ze De: 
derh. A'B > AG 
of OB — OA ) FD 
destemeer OB — OA ) DE! 
of OBA SOD OE 
dus OB + OE ) OA + OD 
di. BE > AD. 
Hetgeen bewezen moest worden. 
TWEEDE OPLOSSING. 
Stel de zijden van AABC door a, b, e voor. 
Omdat AND ie dab. 
é 2 EN en 
Nu IS Olen er LODE (Ss — 4) 
2 Eeen A 
en EE ed EN 
bne Waes (c b) 
Is nu DE ) AD 
dan zal ook 
2 
BEE Wacs (s — b) ) En Vedere HE 
of kacs (s — b) N 4bes (s — a) 


(at)? 


(b + c)? 
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nd ad aandenken 


als — b b(s — q) 

E (aa EA ) (boto)? 
of a(b + ec}? (a + e — b) ) bla + ec)? (b + ec — 4) 
of — afc3 + (a + be? + (Za — b) be +-(a — byb!] 

>» b[e3 + (a + bet + (2 — a) ac + (b — a)a?] 
of et (adobe Sabe Hah 65 DRO: 
Daar a > b, zijn al de termen in het eerste lid positief, dus 

is hunne som > O0, derhalve 
re BE? ) AD? 
en BE- ) AD. 
G. H. Barneveld. 


DER DrEs OB TL QoS 15) TeND 


Algebraïsch bewijs. 


AD° = be — BD . CD 
BE? = ac — AE : GE. 
Is nu a > b, dan moet bewezen worden, dat AD? of het eerste: 
dezer twee verschillen kleiner/is dan BE? of het tweede verschil, 
Nu is be { ac en de eigenschap is dus bewezen, als men aan- 
toont, dat de aftrekker BD . CD grooter is dan AE . CE. 


Na ne BD „oppen 
b + co). 
h2 
B AE SOS 100 
(a + c)° 


Nu is van deze twee breuken de eerste teller grooter dan de 
tweede, en de eerste noemer kleiner dan de tweede , en hiermee 
is het gestelde bewezen. 

(J. Versluijs, Het Nieuwe Schoolblad n°. 38, 1886.) 


125. Ontbind in factoren 
pt tT qi T rt — Wp? q? — Mp? rt — 2 12, 
(Ex. Adelborst, 1886, Algebra.) 


Oi Pri Nee IE ENA, 


pt + q' ds rá kn 2p q: de 2p? pas 2g° ri — 
pt F gt + pt — Wi? — Aprort HA? rn?) — AP ma — 
AEG) TON AE | 


of 


Erne dend (Pe Tes 
boe — (gl Jet — a + = 


Prg—r)ep—agtr) wg tr) (pq rt). 
Aa JW WERK, 


126. Eene koorde maakt met de middellijn eenen hoek van 450. 
Bewijs, dat de som van de vierkanten der stukken, waarin 
de koorde door het snijpunt verdeeld wordt, gelijk is aan 
tweemaal het vierkant van den straal, 

(Ex. adspirant-administrateurs bij de Marine , 1886.) 
(Toelex. Kon. Mil. Acad. 1879.) 


OP L-0 1505 uE N 6: 


Zij AB de koorde, die de middel- 
B lijn CD in E onder een hoek van 
| 45° snijdt. Trekt men nu EF | AB, 
j dan is é 
| BE = EF 
len dus 
AE* … BE = AE* + EF* — AF? 
Verder heeft men, na AO en FO 
B getrokken te hebben 
ZEBF = 450 





/AOF — 2ZEBF — 90° 
en dus AF? = AO? + FO* = 2R? 


AEY + BE? — 2R? 
A. van Gemeren, Wz.; B. Rosier; P. G. Vaags; W.F, K. 


ROME Det OPL OSR SING 


Trek OG | AB,‚ dan is G het midden van AB. 


Nu is Ads ROG? 
nan R? SPE GE? 
dus AE? — (AG + GE)? — AG? + 2AG . GE + GE 


IL 


R? — GE? +.2AG „GE + GE? 
R* + 2AG . GE. 
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En BE? = (BG — GE) = BG? — 2BG . GE + GE? 
—= AG? — 2AG . GE — GE? 
= R* — GE* — 2AG . GE + GE? 
= R? — 2AG . GE. 
Derh. ARB IBE RS 
J. J. C. Ament; P. G. Vaags; H. de Groot; J. v. d. Wal, Hz. & 
G. Verborgh. 


OPMERKING. Als het verlengde eener koorde AB de verlengde 
middellijn CD in een punt E onder een hoek van 45° snijdt, dan 
is ook AE? + BE* — 2R* Het bewijs blijft onveranderd. 

M. Simons. 


127. Van een driehoek zijn de zijden 5, 6 en 7 c.M. Men ver- 
bindt de middens dezer zijden. Bewijs, dat de 4 driehoeken, 
die hierdoor ontstaan, congruent zijn en bepaal den inhoud 
van een van hen. 

(Eindex. Gymn. Leiden, (A) 1886). 


OPL OSS TEN 08 


De lijnen, die de middens der zijden verbinden, zijn gelijk aan 
de helft der zijde, waaraan ze evenwijdig loopen. Die vier drie- 
hoeken hebben dus de zijden gelijk, zijn derhalve congruent en 
gelijk aan een vierde gedeelte van den oorspronkelijken driehoek. 
Noemen we den inhoud van zoo’n driehoek IT, dan is 


== IVA Dede) 
bien. MOE 
om A REE 
SN 
AVE M. Perk. 


128. Van een afgeknotten kegel is de inhoud 119,32 c.M?, de 
straal van het grondvlak is 3 c.M. en de hoogte 6 c.M. 
Bereken den straal van het bovenvlak. | 

(Eindex. Gymn. Arnhem, 1886). C. Lijndrajer. 


OA CEN ere NEN 
Canieulus en W. A. W. Moll merken op, dat dit vraagstuk 
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hetzelfde is als n°. 16, waar het als vraagstuk van het Eindex. 
Gymn., Zwolle, 1885 , voorkomt. 

Dit zal zeker de oorzaak geweest zijn, dat het bij de plaatsing 
niet is opgemerkt. 

Uit de ingekomen oplossingen blijkt evenwel, dat velen dit even- 
min opgemerkt hebben. Red. 


129, Verplaatst men in een getal van mm cijfers, uitgedrukt in 
het n-tallig stelsel, het cijfer van de linkerhand, zijnde a, 
naar de rechterhand , dan verkrijgt men in hetzelfde talstelsel 
een getal, dat p maal zoo groot is, als het oorspronkelijke, 
Welk is dit getal? 

(J. Versluijs, Gem. Alg. Vrgste. 1886; IV, 53). 
Nieuw-Lekkerland 1881. 


OPLOSSING. 


Het cijfer aan de linkerhand heeft een waarde van a X n"=!, 
Bij verplaatsing hiervan naar de rechterhand, wordt het overige 
deel des getals „-maal zoo groot en het verplaatste cijfer krijgt de 
waarde = a. 

Stel het overige deel van het getal — x, dan is het getal 
© La xn”! en na de plaatsing ne + a, dus 

Pe Han") = ne a of pe + apn”"T* = ne ta, 


Á weent 24 
® waaruit © == Q MEE 
Nn TR 
' apnt=t — a 
Het getal is dus an” Tt + LEE 
ak 
an” — apn” 7! apn”"=t —a a(n” — 1 
De 
n — p Erk 


G. H. Barneveld. 
130. Bereken # uit: 


Ee) | Boa 


(Liter. Math. ex. 1886). 
OSP LORE SPRENG ot 


(ete e= be 


9 
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Ein erg 1 2 1 
of DE ne an TE gee (—_—) Ten 
/ x vk 0) VERTE 


1 
Sr 
SDV ES Hee 1E (5 EA 
Boe WB) tb—a)vsl 
cr 10 a 27 KE He 20m HO a OD 
0 — 30 Lp VD FOD TEN 
3 15° + 75 — 126 2x? — 2 + 60) Vv 5 
6) (2 DE 21) EAD on 0) (EN 
(w — 6) [Or A A5) Ws) =0 

dus (we — 6) = 0 of. # —= 6, 

welke waarde voldoet, 

en at (OH2V5)e A H10V5=0 
DIT 5 1 hr e AEN 
bm n zoen. beid 


Ac Veens 


Verne Ts 


waaruit © == 


In het Bijblad van het Pharmaceutisch Weekblad van 19 Juni 
1886 staat dit vraagstuk eenigszins anders en zoo zal het waar- 
schijnlijk opgegeven zijn, daar men dan geen derdemachtsvergelijking 
krijgt. 

Het staat daar aldus: 


(e-2r5) En (____——) 
Ee: 
We -2Vv5=V5t5—e 
Bl ZV SBO 410 5 — Wa WB 10de tt 
© — ile +425 + 30 — WV 5=0 
ar (MH 25e + (12 VB 4 30) = 0 


LEON 
get HIE re EIS 


2 hf 2 
x, — benz, =5 4 25. 
@ =— 6 voldoet aan de vergelijking. AFRA 


Wij bedanken A. J. v. K. voor deze mededeeling. Red. 
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131. Men vraagt « te berekenen uit. 





Sa? 
log Men Wa wanneer : 
be 
a == — 0,035415, b = — 1,24579. 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad. 1886.) 
DEM Vats rn DN ONEK ES 


a is negatief, a° positief, dus J/ a* positief. 
5 2 
BSM DF DE Brut 8 positief. 
« bt 2 


De waarden van a en b worden daarom als positief beschouwd. 
We hebben nu 
2 
logt —= Le 





bt 
log log # = za log.a — & log b 
log a = 8,5491872 — 10 


De log a — 9,4196748 — 10 
log b —= 0,0954448 
4 log b —= 0,3817792 
log log @ = 9,0378956 — 10 
log #, — 0;1091477 
en er — 1,285635. 
LEVE SL 


132. Op AB als middellijn is een halve cirkel beschreven; twee 
willekeurige koorden AD en BC snijden elkander in P. Te 
bewijzen : 

AB3 == AD AP -F"BO 5 BP: 
(Eindex. Hoogere Burgerschool 1886.) 


ANDERE LEZING. 


In een cirkel is AB een middellijn en zijn AC en BD koorden 
(uit de uiteinden dier middellijn getrokken), die elkaar snijden in 
het punt P. Men vraagt te bewijzen: 

ABS SAPPIG GBP BD: 
(Verg. ex., Zwolle, 1886.) D. M, 
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OP LSD ScSRAN AG: 


Eerste geval. Het snijpunt P ligt binnen den 
cirkel. 
Trek AD en BC, dan is ZADB = zACB — 90°, 
In AABP is dan PD de projectie van AP op BP 
en CP de projectie van BP op AP. 
AB? — AP? + BP2 + 2BP . DP 
en AB? = AP? + BP? … ZAP, CP 


2AB? — 2AP? + 2BP? + 2AP . CP + 2BP . DP 
of AB? — AP* + AP ‚CP + BP* + BP. DP 
—= AP (AP + CP) + BP (BP + DP) 
ARE ACB BD 
Tweede geval. P ligt buiten den cirkel. 
In AABP is AB2 — AP2 + BP? — 2BP . DP 
en AB? — AP? + BP2 — 2AP . CP 


ZAP? + 2BP? — 2AP . CP — 2BP . DP 
AP2 SLAP: … OPS IBPAES BP DB 
AP (AP — CP) + BP (BP — DP) 

AP . AC + BP . BD. 





AB? 
of AB? 


1: 


HI 


W. A. W. Moll. 


133. Wanneer men een A achtereenvolgens laat wentelen om zijne 
zijden, dan is het lichaam, dat ontstaat door wenteling om 
de kleinste zijde, het grootst. Bewijs dit. 

(Toel. ex. Universiteiten, 1886. 


OP SOES SAL Nn 


Zij ABC de driehoek, die wentelt om een 
der zijden BC, dan is, als AD j BC wordt 
getrokken, 

Inhoud lichaam 


gn Ei rAD?. CD + 5 AD?. BD 





Es 5 TAD", BO. 
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Noemt men verder den constanten inhoud des driehoeks 1, dan is 





KT oe On 
BC 
en dus Inhoud lichaam == 5, on [ 8 
3 BC 


In deze uitdrukking is nu BC de eenige veranderlijke. Zij be- 
reikt dus een maximum, als BC, de zijde, waarom de driehoek 
wentelt, zoo klein mogelijk is. We Foilks 


134. Als in een veranderlijken AABC eene zijde a en de som 
der beide andere zijden b + c constantis, heeft de projectie 
der bissectrix van ZA op een der beenen van dezen hoek 
altijd dezelfde lengte. 


OSP One ENG, 


Zij AF de projectie der bissectrix AD op AB; 
M het middelpunt van den ingeschreven cirkel, 
die AB in E raakt. 

Trek DF, dan is DF //MEen AAEM » AABD, 
derhalve 

AF : FD AE : EM 
Er INTE ed SD 
AABD + AACD —= ABC 

dus (bert a) DEAM as tirdte (2) 

Vermenigvuldigen we nu de overeenkomstige leden van (1) en 
(2), dan is 


Nl 





(b + ce) AF = 2s(s — 4) 
of Nee De 1 
Big 
Omdat de grootheden 2s, (s — a) en (b + c) constant zijn, 
is de eigenschap bewezen. 


herbe Ee DR OCPEL OSS LEN G: 


Zij AD de lijn, die ZA middendoor deelt, DF | AB, en dus 
AF de projectie van AD op AB. Noemt men nu de zijden van den 
driehoek BC, AC en AB respectievelijk a, b en c dan is blijkbaar 


EEP 
b + e 


GTE NAR 
bd € 

AD3 AAB AOS BD ODI 
Sn a? be 
ET (b + c)° 


Verder is in AABD: 
BD? = AD? + AB2 — 2 AB X AF 


AE be rt DEE EO SEN 
b 4 ce} (b + c) 
gr 1 EF 
9 O+ 0) U +0) 
1 a? | 
nare 0 CE 
2 dE b + c 
Als nu a en b + e constant zijn, volgt hieruit dat AF of da 
projectie der bissectrix eveneens constant is. Worse 


135. Bepaal de zijden van een driehoek, als a bekend is en men 
weet, dat a, b, c en h, eene meetkundige reeks uitmaken 
(h„ is de hoogtelijn op «). 


OPP Omis LEN MOE, 


Zij. p‚- pr, pr°, pr° de meetkundige reeks, dan is: 
| a=p,b—=pr,e=pr, h, = pr. 
Uit de meetkundige reeks volgt, dat 


EL ER (1) 
en bong Arden (2) 
De laatste betrekking bewijst, dat de driehoek rechthoekig is. 
Men heeft dus DEE Denk de enn (3) 


Uit (1) en (3) volgt 
c 4 ac — a = 0 


waaruit e= 5 (5 — 1), 


omdat de negatieve wortel vervalt, 
en bz the eeen : 
V RRA 


136. Op de zijden van eenen willekeurigen driehoek zijn met die 
zijden tot bases gelijkzijdige driehoeken beschreven. De on- 


nú nen 
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derlinge ligging van de toppen dier driehoeken is gegeven ; 
men vraagt daaruit den stand des oorspronkelijken driehoeks 


af te leiden? 


D. P. A. Verrijp; U. te ’s-Hage. 
OPLOO SSSATN Ge 


Als op de zijden van ABC 
de gelijkzijdige driehoeken ABF, 
BCD en ACE beschreven wor- 
den, kunnen deze driehoeken 
naar buiten, òf naar binnen, 
òf twee er van naar buiten en 
een naar binnen, òf een er 
van naar buiten en twee naar 
binnen beschreven worden. 

IL. Een driehoek te con- 
strueeren, als de toppunten 
der gelijkzijdige driehoeken 
gegeven zijn, die men op de zijden van den gevraagden drie- 





hoek naar buiten kan beschrijven. 


Zij ABC een willekeurige driehoek en BCD, ACE en ABF ge- 
lijkzijdige driehoeken op de zijden beschreven. Beschrijven wij nu 
om BCD en ACE cirkels, die elkander, behalve in C nog in P 
snijden, dan zijn de hoeken CPB en CPA ieder = 1209, dus ook 
ZAPB —= 420° en daar ZAPB == 60° is, kan om vierhoek APBF 
een cirkel beschreven worden, die tevens de omgeschreven. cirkel 
van AABF is. Hieruit blijkt dus dat de drie omgeschreven cir- 
kels elkaar in een punt snijden. Trekken wij nu de lijnen PD, 
PE, en PF dan is ZBPD = BCD — 60°; /BPF — ZBAF 
—="60° en ZAPF — ZABF — 60° dus /BPD + ZBPF + ZAPF 
— 180°, waaruit volgt dat PD en AP in elkanders verlengde val-: 
len, en dus een rechte lijn maken. Evenzoo kan men bewijzen, 
dat EP en BP, CP en PF respectievelijk in elkanders verlengde 
liggen. De rechte lijnen AD, BE en CF snijden elkander dus in 
één punt, dat tevens het gemeenschappelijk snijpunt van de om- 
geschreven cirkels is. 
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Nog is ABCE 2 „ACD, want CE = AC, BC = CD en 
/BCE — ZACD — ZACB + 60°; waaruit volgt, BE — AD, 
Op gelijke wijze vindt men CF = BE. waaruit volgt, dat genoemde 
lijnen dezelfde lengte hebben. 

Daar de hoeken DPF en EPF elk 1200. zijn, zullen de cirkelbo- 
gen, die hoeken van 120° bevatten en door de koorden DF en EF 
onderspannen worden elkaar in twee punten snijden, waarvan het 
eene het gegeven punt F en het andere het punt P is, 

Omdat „APB + ZAFB = 1809, „APC + ZAEC = 1800 
en ZBPC + ZBDC = 180° kunnen om de vierhoeken APBF, BPCD, 
CPAE cirkels beschreven worden. 

Passen we nu het Theorema van PTOLOMAËUS: 

p>Als om een vierhoek een cirkel kan worden beschreven, is 
het product van zijn hoeklijnen gelijk aan de som der produc- 
ten van zijn overstaande zijden’ toe dan verkrijgen we in vier- 
hoek APBF 

AB „ PF <= AF BP GAP. ; BEW 
maar AB == AFäss ShE Ms 
PF —= AP + BP, 

in vierhoek BPCD is PD = BP + CP, 

in vierhoek APGE is PES= ARL GP, 

Dus PD + PE + PF —= 2(AP + BP + CP) 

Nuis AD = AP 4PD == AP + BRIJ HOP 

dus PD + PE + pi e= 2AD 


derhalve. BE ='CF "== AD "5 a (PD + PE + PF) 


Omdat P bekend is, kunnen nu AD, BE en CF getrokken 
worden. 

Constructie. Als D, E‚ F de toppunten zijn der gelijkzijdige 
driehoeken, beschreven op de zijden van den gevraagden driehoek 
ABC, vereenigen we die, en beschrijven op twee der zijden bijv. 
DE en DF als koorden cirkelbogen, die hoeken van 120° bevat- 
zen. Deze cirkelbogen snijden elkaar behalve in D nog in een punt 
P, dat met D, E en F vereenigd wordt. Verleng nu DP tot A, 
EP tot B en FP tot C, zoodat 


DA = EB = CF = — (PD 4 PE + PF) 
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Vereenig A, B en C, dan is ÂABC de gevraagde. 

Er is maar een driehoek mogelijk , omdat van de twee snijpun- 
ten, waarin de cirkelbogen elkaar snijden ‚ er een gegeven is. 

IL. Worden de gelijkzijdige driehoeken naar binnen beschreven, 
dan heeft men dezelfde constructie. 

HI en IV. Een of twee der gelijkzijdige driehoeken vallen naar 
buiten of naar binnen. De oplossing daarvan laten we aan den 
lezer over. 


137. Trek in driehoek ABC een lijn KL evenwijdig aan AB zóó 
dat KL = AK — BL. 
(J. Versruiss. Meth. Opl. Mtk. Vrgst. S 25—6.) P. G. 


CORP ORS Te Nok OK 


Onderstellen wij, dat de lijn KL 
aan de vraag voldoet, en dus KL 
= AK — BL. 

Verlengen wij nu KL met een‘stuk 
LD = BL en trekken wij BD, dan 
is ABDL gelijkbeenig, en dus 

ZELE =D 

maar ZEDB —= ZDBE (verw. binn. ZZ) 

dus ADBE -— ADB, 
waaruit volgt, dat BD hoek CBE middendoordeelt. 





Verder vindt men, daar 
AK = KL + Blo KL + DL — DK, 
na AD getrokken te hebben, 
ZDAB = ZDAG, 
waaruit volgt, dat AD hoek A middendoordeelt. 

Men heeft derhalve de volgende constructie : 

Deel ZA en het supplement van ZB middendoor, en trek door 
het snijpunt D der deellijnen een lijn evenwijdig AB. Zijn nu 
K en L de snijpunten van deze lijn met de zijden des driehoeks 
AC en BC, dan is KL de gevraagde lijn. 

Opmerkinsjen. 1. Uit de analyse volgt blijkbaar , dat men den 
kleinsten der hoeken aan de basis moet middendoor deelen, en 
dus het supplement van den grootsten, daar anders de lijn, die 


De Vriend der Wiskunde. IT. 5 
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uit het snijpunt der deellijnen, evenwijdig aan de basis getrokken 
wordt, de beide andere zijden niet zal snijden ,‚ maar hare verlengden. 

2, Is de driehoek gelijkbeenig, dan zijn de hoeken aan de basis 
even groot, en zal het dus onverschillig zijn, welken hoek men 
middendoordeelt. De lijn, die men dan uit het snijpunt even- 
wijdig aan de basis trekt , gaat door den top, zoodat in dit geval 
de gevraagde lijn de top geworden is. 

W.liake 


138. Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan de hoogte- 
lijn op de schuine zijde en de som der rechthoekszijden ge- 
geven zijn. 

(J. VersLuijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 30—2). PG. 


OP 0 4945 Te Ne 


Zij AABC rechthoekig in B en BD de hoogtelijn op de schuine 
zijde. 
Stel AB + BC za, BD — h em ACE RE 
dan is AB. BO A0 me 
ADD hee ADS 
ZAB io BO ZAG DD 
(AB + BCO)? =- AC? 2AC-, BD 
at = @tin. 2hT 
är A hi dil- Ahr Rink 
rFhetVahn 
zh ah 
omdat We + h > h, vervalt de negatieve wortel en is 
Wmm de Wa? + he 
Constructie. Construeer een rechthoekigen driehoek met a en % 
tot rechthoekszijden , dan is zijn hypothenusa — Lak ard hat 


Meet op die hypothenusa een stuk kh af, dan is het verschil ge- 


lijk aan z = AC, de hypothenusa van den gevraagden driehoek. 
Beschrijf op AC = « als middellijn een halven cirkel en trek ap 
een afstand = h eene lijn evenwijdig AC, dan zal deze den halven 


cirkelomtrek snijden of raken. Vereenig de snijpunten B en B met 
A en C dan zijn de AAABC en ABC Z en tevens de gevraagde. 
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Is die evenwijdige lijn eene raaklijn in B dan is er maar een 
AABC, die dan tevens gelijkbeenig is. 
M. Simons; A. J. v. K. 


PMRRRELD SEA KOOPAL O0S1S TN .G, 


Een der inzenders verwijst naar $ 86 van J. Versluijs, Meth, 
Opl. Mtk. Vrgst… De belangstellende lezer vindt daar in het 
hoofdstuk over Verbinding van verschillende Methoden dit vraag- 
stuk opgelost. 


139. Bepaal door berekening den straal en de hoogte van een 
cylinder, die in een gegeven bol beschreven is, en waarvan 
het geheele oppervlak gegeven is. 

(Acte ex. Wisk. 1885.) V.P. 


OPLOSSING. 


Straal bol = R. 

Oppervlak cylinder = K?2. 
Straal grondvlak cylinder = z. 
hoogte » Ed. 
Derhalve #2 = R?2 — Tr y2. 


Opp. cyl. = 2e? + ET an 


of a(° An an je R2 — B e= K? 


2 Riis KE Mnl. REEL 2 
Ve dr Es “ Ei ) 
z|/ ae — y. = K? — nd (» 7 v) 


2 y/ AR? — YP = WM? — z(4R? — y°) 
An? YA4R? — YP) = Hiken ARKU4R? — YP) 4 n4R? — y?)2 
167? y? R2 — Ar? yt = 4K* — 16rK2R? + Anky? 
Je 1672R* — 8r2Ry? + z2yf 
Br? yi t (4rK? — 2ArPRI)Y? H 1OTPRI j AKI — 1O7KPR? — 0 


I| 


Ë ’ en 2R2 IR 4 Giet IR 
vi + 2(2rkK 19n2R?) AT Rid K4— ArK2R2 
on? RE) 
VOOK LR) A(2rR2 — KD _ 


Sn 572 
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gK? — 12r2R? 


pe ZOEN te VERDERE 
2K2—127R? 4 ge 
Vic — Ser 7 Am?R* + 2 K2R2-K$ 
s ST ST - 
Verder is #2 = R2 — Tr yr 
K2— 67rR? 1 en 
ctz=R? — STEE W4z?R* 4 2 KR? — K4 
Ln 167R2—K?2…_ 1 
B VE Ton For / ArRrt orkens —Kt, 
VERES 
140. Los op 


3e EO den 5P/y en Zen 8y2 —= M/ 8x” — 81/2. 

(J. VersLuis, Lrb. d. Alg. II, Gem. Vrgst. 88). 2PD. 
De lezer zal zien, dat deze opgave veranderd is. Er stonden 2 
fouten in, die in het Leerboek ingeslopen zijn. De opgave is nu, 
zoo als zij in den eersten druk van J, Versluijs’ Algebra voorkomt. 


OPL 0 SxS--N= 4 


3e = 16 + 5/ y en 7Ú/,8y? = 9 82° — 81/2 
| 





stel 6/ ED v U 
dana VA =p? Wy ir 
3p? = 16 + 5q? 7q 1/8 = W/8— 2 
dphenode 1 vet V3 = Wp VV — EV 2 
Ip? —15g? = 48 1q? — Ip? — 8 
Wp? — 1 = 8 
Ip? — 15q? = 48 
Ke 
gs 
Vig is 
y= 125 
en verder sp? = — 9 
Pien 
Nt =d 
® = — 27. 


AL VK; WF. K. 


Ingekomen vraagstukken, 


WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XI. Men vraagt in peen gegeven driehoek een rechthoek” te be- 
schrijven , welks diagonaal een maximum of minimum is. 
(W.H, Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Mtk., 3° st, S 20, n°, 72.) P. G. 
(TT Algebra, 3°st. 1 $9;n°. 23). 


OPO SCN G. 


Beschouwt men het vraagstuk 
algemeen, dan zal de. diago- 
naal blijkbaar een maximum be- 
reiken, als de rechthoek samen- 
valt met de grootste zijde van den 
driehoek, en dus de diagonaal ge- 
lijk aan die zijde is. Wat echter 
het minimum betreft, zoo heeft 


men 3 verschillende minima te 


ki 

IJ 
„N 
Fee! 
Lj 

1 
t 

Lr 

RN 
' 
Nil 
N 





vergelijken , respectievelijk overeen- 
komende met elk der drie zijden des driehoeks, waarin een der 
rechthoekszijden moet gelegen zijn. Wij zullen het vraagstuk meer 
beperkt opvatten, en ons bepalen tot het geval, dat een zijde van 
den driehoek is aangewezen , waarin een der zijden van den recht- 
hoek moet vallen. 

Zij ABC de gegeven driehoek, AB = b de zijde, waarin een 
der zijden van den rechthoek moet vallen, en CH = h de hoog- 
telijn op deze zijde. 

Nemen wij verder aan dat de diagonaal van rechthoek DEFG 
de kleinste is, en noemen wij de hoogte DG — EF «, dan iS 
als men GK // CB trekt: 

AABC @ AAKG 
OEE GD ESIABRENAK 
h:x =b:(t— FG) 
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b(h — «) 
h 


mad Gta RO Fe DG? +.FGI, == min? 


== Ver Reg OTE SN Zn TAN 


h2e?2 + bah? — oerd Tb A 
be 1/8 rt min. { 
b22 + h?e? — bh = min.? 

(b2 + hì)e? — 2b*he = min.? 

Bepaalt men nu het minimum dezer functie op de bekende wijze 
(zie Maxima en Minima, door Cattie, blz. 24) dan heeft men 
(b2 + hr? — Whe —= (b2 + ha? — 2b*ha, 
(b2 HA Ah?) (22 — 14°) — Whe — zj) = 0 
(b2 4 h) (@ — v) — Wh = 0 
25% + hx = 2b°h 

bh 
Tb + h2 

bh 


En h? 


bt —_—_—— 
b 


We 





ir 


In dezen vorm kan «@ gemakkelijk worden geconstrueerd. 
Construeer namelijk een vierde meetkundig evenredige BL tot b, 


hen hdan is AL = b + en is @ een 4° evenredige AM 





tot AL, b en h. Men heeft dus slechts, als AM 1 AB getrok- 
ken is, door M een lijn // AB te trekken, welke de opstaande 
zijden des driehoeks in G en F snijdt, en uit deze punten loodlij- 
nen op AB neer te laten, om den verlangden rechthoek DEFG 
te verkrijgen. 

. Verder vindt men nog: 


DE =iwrans ld 


Opmerking. Uit de gevonden formules voor basis en hoogte 
van den rechthoek volgt, dat de basis grooter zal zijn dan de 
_ hoogte, als de basis des driehoeks kleiner is dan zijne hoogte, 
en dat het omgekeerde plaats vindt als de basis des driehoeks groo. 
ter is dan zijne hoogte. WFK: 
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XII. De meetkundige plaats der middelpunten van de cirkels, 
die de omtrekken van twee gegeven cirkels middendoordee= 
len, is eene rechte lijn. 

(J. Versluijs, Leerb. d. Vlakke Mtk. n®. 299). Alma. 


OEP BOSS .t NAG: 


|__Laat M en N de gegeven cirkels 
j voorstellen. Als men nu MN trekt 
| en de middellijnen AB en CD L 
MN, dan zal door A, B, C en D 
een cirkel gan, die dus de omtrek- 
ken van M en N middendoordeelt. 
Het middelpunt van dezen cirkel 
P, in MN gelegen, zal derhalve 
een punt van de gevraagde meet- 
kundige plaats zijn. 

Zij verder O het middelpunt van 
een anderen cirkel, die cirkel M in E en F en cirkel N in G en 
H_ middendoordeelt. Trekt men dan OM en ON, OE en OG, dan 
is, els men de stralen van M en N, R en r noemt, 

ON? — OG? — r? 
OM? — OE? — 7? 
ON B OMS Re #8 

Hieruit volgt, dat het verschil van de kwadraten der afstanden 
van het middelpunt O tot M en N constant is, en volgens N°. 297 
van hetzelfde werk weten wij, dat de meetkundige plaats van alle 
punten , welke hieraan voldoen, een loodlijn op MN is. (Zie Ver- 
sluys, Methoden enz. $ 58). Daar deze verder door het punt P 
moet gaan, is zij volkomen bepaald. NN neh Ee. 





XIII. Beschrijf een cirkel, die de omtrekken van drie gegeven 
cirkels middendoordeelt. 
(J. Versluijs, Leerb. d. Vlakke Mtk. n°. 300.) Alma. 


GPS ENEE 


Gebruik makende van het voorgaande vraagstuk, kan men eerst 
de rechte lijn construeeren, die de meetkundige plaats is van de 
middelpunten der cirkels, die 2 der gegeven cirkels middendoordeelen, 
en vervolgens de rechte lijn, die de meetkundige plaats is van de 


68 


middelpunten der cirkels, die een van deze en den derden cirkel 
middendoordeelen. Het snijpunt van beide lijnen is dan het middel- 
punt. van den gevraagden cirkel, die verder gemakkelijk kan worden 
beschreven. Wk Ks 
Opmerking. Omdat twee rechte lijnen elkaar maar in een punt 
kunnen snijden, is er maar een middelpunt en ook maar een cirkel. 
De constructie is onmogelijk, als twee rechte lijnen die de meet- 
kundige plaatsen zijn van de middelpunten der cirkels, die twee 
cirkels middendoordeelen, evenwijdig zijn, d. i. als de drie middel: 
punten in eene rechte lijn liggen. H. DE GROOT. 


XIV. Een punt te bepalen, welks afstanden van de hoekpunten van 
een driehoek zich verhouden als drie gegeven rechte lijnen. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk Vrgst. $ 53, n°. 5). S. 


OPL 0O.Stesls Ne 
Zij ABC de gegeven driehoek en laat gevraagd worden om het 
punt te bepalen, welks afstanden tot A, B en C zich respectieve- 
lijk verhouden als de lijnen p, q en 7. 
J 





Beschrijf nu op AC als basis met p en r als opstaande zijden 
den driehoek ACD, devi den tophoek door DE midilendoor, trek 
DG L DE. De halve cirkel, op FG als middellijn beschreven, is 
dan volgens dezelfde S 55 en S$ 76 in J. Versluijs, Handb. d- 
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Mtk. IV, waarin dit vraagstuk voorkomt , de meetkundige plaats 
van alle punten, wier afstanden tot A en C zich verhouden als 
p en 7. Op dezelfde wijze construeert men den halven cirkel op 
HK als middellijn, die de meetkundige plaats is van alle punten, 
wier afstanden tot B en C zich verhouden als q en r. De snijpun- 
ten S en S’ dezer halve cirkels voldoen alsdan aan de vraag, daar 
hunne afstanden tot A, Ben C zich blijkbaar verhouden als p, q en 7. 
W.F. K, 


dd 
3 
Gaarne had ik van a eene verklaring. 
010. 
VIE ROBe BoA ok EN me 


et 
3 eo 
Om | 5 a te definieeren kan men m. i. het best de definitie 


van wortel uitbreiden of toepassen. 


2 
73 f 2 
We js dan een getal, dat tot de macht — — gebracht « 


oplevert, of tot de 5e de macht gebracht tr 


a 
3 
Het is dus () 
a 


BE BUD TOP GSR AB HSL:E. 





A. L. de Leeuw, Leerboek der Algebra, T (226), f 1,80 en H 
(226) f 1,80. Arnhem, 41886, K. van der Zande, Firma 
Stenfert Kroese & Van der Zande. 

J. Versluijs. Deelbaarheid en repeteerende breuken. Vierde verbe- 
terde druk. Amsterdam, 1886, W. Versluys, (71) f 0,60 

J. Versluijs. Nieuw Leerboek der Vlakke Meetkunde. Derde druk. 
Amsterdam, 1885, W. Versluijs, (156) / 1,25. 

J. Versluijs. Leerboek der Algebra, 1. Zesde druk. Amsterdam, 
1884, W. Versluijs, (135) f 1,25. 

J. Versluijs. IdemlIl, Vijfde verbeterde druk, Amsterdam, 1885, 
W. Versluijs, (108) f 1,25. 
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Vraagstukken den candidaten ter uitwerking gegeven bij de Examens 


W. 


voor de praktijk, gehouden te Amsterdam op 30 Nov., 1 en 
2 Dec. 1886, van wege de Vereeeniging van Leeraren in het 
Boekhouden te Amsterdam. Brinkman & Zoon, Singel hoek 
Bergstraat 152 Amsterdam. f 0,20. 

H. Wisselink. Vraagst. ter Oefening in de Algebra, Eerste 
stukje, (68) Vijfde druk, 1886, f 0,50; Tweede Stukje (64), 
Derde druk, 1885, f 0,50; Derde stukje (68), Tweede druk, 
1884. f 0,50. Groningen, Noordhoff & Smit. 


W. H. Wisselink. Antwoorden op de Vraagstukken ter Oefening 


in de Algebra, Eerste stnkje (19), Tweede druk, 1886, 
/ 0,25; Tweede stukje (20), 1886, f 0,25. Groningen, 
Noordhoff & Smit. 


J. Versluijs. Leerboek der Vlakke Meetkunde, Zevende druk, 


W: 


W. 


(196), Groningen, J. B. Wolters, 1884, f 1,25. 

H. Wisselink. Derde verzameling van Rekenkundige Vraag- 
stukken (voor theorie en voor praktijk), (32) Groningen, 
Noordhoff & Smit, 1883. f 0,25. 
H. Wisselink. Vraagstukken over Vormleer en Wiskundige 
Aardrijkskunde, (32), Groningen, Noordhoff & Smit, 1883, f 0,25. 


J. Kleefstra. Vrije Studie. Verzameling van Opgaven ten dienste 


Dr. 


van onderwijzers, bijeengebracht en uitgewerkt. (VII, 79). 
Sneek, J. F. van Druten, 1882, f 0,60. 

P. van Geer. Leerboek der Meetkunde, IT Meetkunde van het 
platte vlak, Tweede druk. Leiden, 1876, A. W. Sijthoff. 
(X, 192) f 2,50. [IT Meetkunde der ruimte Tweede druk. 
Leiden, 1881, A. W. Sijthoff, (139) f 1,85. 

P, van Geer. Leerboek der Analytische Meetkunde van 
0. Fort en O0. Schlömilih. 1 Analytische Meetkunde van het _ 
platte vlak. Tweede opnieuw vermeerderde druk. Leiden, 
1872, A. W. Sijthoff. (284) f 2,50. 


G. F. Latorf, 100 Vraagstukken betreffende de berekeningen bij 


Goederen, Wissels , Munten , Edele Metalen, Effecten, Assu- 
rantie en de Arbitrage. Voor de helft afkomstig van de 
Staats-Examens voor Middelbaar onderwijs in het Boekhouden. 
Amsterdam, 1887, Brinkman & Zoon. (36). f 0.55. 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Asten Juni 1887 franco bij 


161. 


162. 


163. 


164, 


165. 


den Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden 
ingewacht. 


(Men gelieve aan het adres toe te voegen: Hedactie 
Tijdschrift Wiskunde.) 


_ In een gegeven driehoek een parallelogram te beschrijven, 


dat een gegeven inhoud en met den driehoek een hoek ge- 
meen heeft. 


In een cirkel, waarvan het middelpunt O is, trekt men twee 

rechthoekige middellijnen AB en CD; men vraagt door het 

punt A eene koorde Ay te trekken, die de lijn CO in z en 

den cirkelomtrek in het punt y snijdt , zoodanig dat men hebbe 
AB OB ies CA EY: 

(Reidt) (Wie kan $, n°. en titel van ’tboek opgeven ?) 


Construeer een rechthoekigen driehoek, waarvan gegeven is 
de som der rechthoekszijden en de schuine zijde. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 30, n°. 1) Luctor. 


Bewijs, dat de diagonalen van een regelmatigen vijfhoek 

elkaar in de uiterste en middelste reden verdeelen en het 

grootste stuk gelijk is aan de zijde van den vijf hoek. 
(Eindex. Gymn. Arnhem, 1886.) W‚ F. K. 


De diagonalen, welke men in een regelmatigen vijfhoek trek- 
‘ken kan, sluiten weder een regelmatigen vijfhoek in. Men 
vraagt dit te bewijzen, en daarna den straal te berekenen 
van den ctrkel, welke om den laatstgenoemden regelmatigen 
vijfhoek kan worden beschreven, zoo de zijde van den oor- 
spronkelijk gegeven vijfhoek 5M is. 

(Toel. ex. Kon. Milit. Acad. 1885.) 


72 


166. In een evenredigheid is de som der termen a, dte der vier- 
kanten 5 en die der kuben ce. Welke is de evenredigheid ? 
(J. Versluijs, Lrb. d. Algebra III, (1881), Gem. 
Vrgst. n°, 9). ” D. C. A. Smrr. 
167. Herleid zoo eenvoudig mogelijk : 
( 
de, Vier , 
bravia tt 
(Toel. ex. Kon. Mil. Acad., 1884) D. C. A. Surr, 


168. Bewijs de ongelijkheid 
(a + B) (b + e) (ce + a) } Babe. 
(Verg. ex. te Wageningen, 1887.) 
169. Als van een getal van 6 cijfers in het tientaliig stelsel de 
cijfers der hoogste drie rangwaarden respectievelijk het dub- 
bel zijn van die der laagste drie rangwaarden, dan is het 
getal door 23 en 29 deelbaar. Bewijs dit. 
(Verg. ex, te Vaassen, 1887.) 
170. Wat zal er overblijven, als men 58736%°; wat, als men 
58736% door 769 deelt? | 
H. SIERSMA. 


171. Bereken # uit de volgende vergelijkingen : 
2 2 ko 
(a t- 2)3 + 6(a — z)3 —= 5(a2 — Le 
(Eindex. Hoogere Burgersch. 1886.) 


172. Trek den derdemachtswortel uit 
314 987 206 464. 
(Ex. voor Adelborst, 1886.) 
1713. zen koopman verkoopt van eene partij aardappelen de helft 
à f/ 2,80 en de andere helft à 2,20 den H.L. Op de eerste 


helft wint hij f 350 en op de andere helft verliest hij f 150. 
Hoeveel pct, bedraagt de geheele winst. 


(Ex. Adspirant-administrateurs bij de Marine, 1886). 
174. Van een harmonische reeks is de eerste term 5 en de 


derde term ee, Bepaal den 7den term. 


(Eindex. gymn. Arnhem). 


175. 


176. 


PAT 


178. 


179, 


180. 
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Iemand heeft 4700 DG thee à 18 cts het HG en 7 KG 
thee à f 2571428 het KG. Indien hij deze hoeveelheden 


wil mengen met thee van Ef ai het KG, hoeveel KG 


moet hij dan van de laatste soort nemen, opdat het mengsel 
eene waarde verkrijge van f 0,002 het G.? 
(Verg. Toelex. Artillerie cursus Delft, 1884). 


Bereken de ribbe van een regelmatig achtvlak uit de ribbe 
van een regelmatig viervlak, wanneer men weet, dat beide 
lichamen gelijk oppervlak moeten hebben. 

(Lit. Math. ex. 1886). 


Welke waarde van «@ voldoet aan: 
2,37 +7 — 0,9. 
(Toelat.ex. voor de Universiteiten, 1886). 


Los # op uit: 
Wer HWA Fe = W2eF 36 
(Eindex. Gymn. Zwolle, 1886). 


Twee personen krijgen op denzelfden dag een zoon. De 
eerste verzekert zijn kind onmiddellijk bij de » Germania’’ een 
kapitaal van f 3000, uit te betalen als de zoon 18 jaar 
geworden is; hij moet hiervoor jaarlijks storten een bedrag 
van f 117. 

De ander brengt jaarlijks op diezelfde dagen f 117 naar een 
Spaarbank, die 4%, rente ’s jaars geeft, laat deze stortingen 
rente op rente aangroeien en neemt zijn geld terug op den 
18% verjaardag van zijn zoon. | 

Welke vader deed het slimst en hoe groot was zijn voordeel? 

(Eindex. Gymn. Leiden, (B), 1886), 


Een rekenkundige reeks van 7 termen vinden, welke met 
6 opklimt; zoodanig dat de som der eerste twee termen 


GA, 1 
gelijk is aan OT van de som der laatste twee termen. 


(Toel.ex. Rijks Veeartsenyschool, 1885). 
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der Heeren en Dames, die van de opgaven 121—140 goede 
oplossingen inzonden., 
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G.'A. Boes, 124—123, 426,4275 429, 1325/1933, 187 
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CORRESPONDENTIE. 


O + o. N°, XIV is de algemeene oplossing van het vraagstuk, 
dat, U vraagt. 

Meldt mij den volledigen titel van het boek, waarin het andere 
vraagstuk voorkomt. 

E. Nabring. Meldt mij uw adres s. v. p, 

NO, 151. Achter de vergelijking moet staan — 0. 

N90, 159. Lees in de eerste vergelijking — 5e — 21/73. 

N° 160. Verbeterde opgaaf. 

A, B en C handelen. De inleg van B is de vierkantswortel 
van dien van A, terwijl C tweemaal de meetkunstig middeneven- 
redige tusschen de kapitalen van A en B inlegt. Zij winnen drie- 
maal den wortel uit hun inleg en daardoor bedragen kapitaal 
en winst f 900. Hoeveel heeft elk ingelegd? 

Deze opgave is ontleend aan een gedrukt exemplaar, dat het 
opgegeven werk bevatte, terwijl de vorige uit eene courant was 
overgenomen. Er kan niet genoeg op aangedrongen worden om 
bij het inzenden van vraagstukken toch vooral nauwkeurig de op- 
gaven over te schrijven. 

H. G. Gratama. Gelieve voortaan zijne oplossingen vroeger in 
te zenden. 


THEOREMA 


VAN 


PYTHAGORAS. ()) 
(Grieksch wijsgeer + 600 v. C.) 


Deze eigenschap van den rechthoekigen driehoek wordt ook de 
XLVII propositie van Euclides genoemd, omdat zij in het Eerste 
Boek van Evcuipes’ Elementen de 47e propositie is. 

Om hare belangrijkheid heeft zij den naam van 
magister matheseos verkregen. 

E ’ 

„ De XLVII ProposiTIE van EUCLIDES. 
8 (Bewijs en figuur zijn ontleend aan 
i den Griekschen tekst). 

In de rechthoekige driehoeken is 
het vierkant van de zijde over den 
rechten hoek gelijk aan de vier- 
kanten der zijden om den rechten 
hoek. 

Verklaring. Zij ABT een recht- 
| hoekige driehoek en BAT de rechte 
hoek; dan is het vierkant van de 
zijde BT gelijk aan de vierkanten der 





zijden BA, A. 

Constructie. Beschrijf met Br het vierkant BAEI, en met BA, 
AT de vierkanten HB, GI; trek door het punt A evenwijdig aan 
BA en EL de lijn AA en trek AA en ZI, 

Bewijs. Dewijl ieder der hoeken BAT, BAH recht is, maken 
de twee rechten AT, AH, in A niet aan dezelfde zijde van AB 
geplaatst, twee aangrenzende hoeken, die samen gelijk zijn aan 
twee rechte hoeken ; dus de rechte TA is in de richting AHspde 
rechte BA is, om dezelfde reden, in de richting AO. 

En dewijl ZABP = ZZBA is, omdat ze beide recht zijn; voe- 
gen we aan beide den ZABI' toe, dan zal de geheele /ABA ge- 

(*) Deze bijdrage over het Zheorema van Pythagoras zal gevolgd worden 


door eene van Dr. J. G. van Deventer, te Leiden, die haar inzond, toen 
deze reeds gezet was. Dr. v. D's bijdrage vangt aan op blz. 90. 
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lijk zijn aan den geheelen hoek ZB. En daar AB gelijk is aan 
BI’, en ZB aan BA (als zijden van een zelfde vierkant), zijn de 
twee rechten AB, AA respectievelijk gelijk aan de twee rechten 
I'B,BZ; maar ZABA is gelijk aan den ZZBI'; dus de basis AA 
is gelijk aan de basis ZI, en de driehoek ABA is gelijk aan den 
driehoek ZBI. Maar het parallelogram BA is het dubbel van den 
driehoek ABA, want zij hebben dezelfde basis BA, en zij liggen 
tusschen dezelfde evenwijdige lijnen BA, AA; het vierkant BH is 
het dubbel van den driehoek ZBI’, want zij hebben dezelfde basis 
BZ, en zij liggen tusschen dezelfde evenwijdige lijnen ZB, HI; en 
de grootheden, die het dubbel zijn van gelijke grootheden, zijn 
onderling gelijk; dus het parallelogram BA is gelijk aan het vier- 
kant HB. Na AE, BK, getrokken te hebben, zal men op dezelfde 
wijze bewijzen, dat het parallelogram IA gelijk is aan het vier- 
kant OI; dus het geheel vierkant BAET' is gelijk aan de twee 
vierkanten HB, OF. Maar het vierkant BAET is beschreven met 
Br, en de vierkanten HB, OL zijn beschreven met BA, AT; dus 
het vierkant van de zijde BI is gelijk aan de vierkanten der zijden BA, AT. 

Conclusie. Dus, in de rechthoekige driehoeken is het vier- 
kant van de zijde over den rechten hoek gelijk aan de vier- 
kanten der zijden om den rechten hoek. 


u 


In iederen rechthoekigen driehoek, ABC, is het quadràat der 
zijde, BC, over den rechten hoek gelegen, gelijk aan de som der 
quadraten der zijden BA, AC, om dien hoek. 

Beschrijf op BC het quadraat BDEC, 
en op BA, AC, de quadraten GB, 
HC, dan zijn BAC, BAG, CAH 
rechte hoeken, zoodat zoowel CA met 
AG, als ook BA met AH, in eene 
rechte lijn liggen. Trek AD, FC, 
en door A evenwijdig aan BD of CE 
de lijn AL. Daar DBC — FBA, 
zoo is, als CBA hier bij komt, DBA 
= FBC. Nu is AB — BF en DB 
| =— BO. Bijgevolg is AABD — FBC. 
De Vriend der Wiskunde. 11. 6 
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Nu is, dewijl AL aan BD, en GC aan FB parallel is, BL = 2AABD, 
en GB = 2AFBC. Bijgevolg is BL = GB. Nu is, als men AE, 
BK, trekt, om dezelfde reden, CL — CH. Bijgevolg is 
BDEC = GB + CH. 
(Euclid’s Elemente von Lorenz und Mollweide, 1818; Euclidis, 
Meetkonst door Pieter Warius, 11385.) (©) 

Aanteekening. 

Bij dit bewijs is aangetoond, dat het 
quadraat eener rechthoekszijde gelijk is aan 
den rechthoek, die de hypothenusa en het 
aangrenzende stuk der hypothenusa, (waarin 
de laatste door het voetpunt der loodlijn 
uit den rechten hoek op haar verdeeld 
wordt), tot zijden beeft. Dit kunnen we 
aldus laten zien. 

Construeer op AC het quadraat ACFG, trek door F eene lijn 
// BC, en laat de loodlijnen CD en BE er op neer. 

BCDE is nu een rechthoek. Laat uit A de loodlijn Al op BC 
neer, dan is AACI 2 CDF 





want ZAIC = ZD (recht) 
AG IOF 
ZACI = ZDCF (== complement van ZBCF) 
dus CI MD 


derhalve oppervlak rechthoek BCDE — CI X CB. 
Verleng AB tot zij het verlengde van DE in H ontmoet, dan is 
quadraat ACFG — parallelogram BCFH 
(gelijke basis CF en gelijke hoogte AC). 
parallelogram BCFH = rechthoek BCDE 
(gelijke basis BG en gelijke hoogte BE) 
derh. quadraat ACFG = rechthoek BCDE == CI . BC. 
Eveneens vinden wij 
quadraat op AB — BI. BC 


dus AB? jr AOS (BI 44 CD BO BE 
En hiermede is het Theorema van Pythagoras bewezen. 
II. 


Onderstaande figuren zijn ontleend aan het werk van BHASCARA 
(Vija-ganita, S 146). 
(*) _Proklos beweert, dat dit bewijs door Euclides gevonden is. 
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De Hindoesche schrijver construeert de figuren en stelt zich dan 

tevreden met te zeggen: Zie! 

Dit bewijs is bekend onder den naam van chaise de la petite 

marieé. (Stoel der kleine bruid). 

(Colebrooke’s Algebra of the Hindoos. Algebra with Arithmetic 
and, mensuration, from the Sanscrit of Brahmegupta and 
Bhascara. 

Translated bij Henry Thomas Colebrooke, London, 1817.) 


IV. 


La chaise dé la Marieé. 


(De stoel der bruid.) 


Onder de menigte bewijzen, die men 
j van het vierkant der hypothenusa gege- 
ven heeft, behoort ook het volgende, dat 
ge tot het genre casse-tête behoort. 





Oene ee gelijke kwadraten, waarvan ieder der zijden ge- 
lijk is aan de som der twee zijden van den rechten hoek van een 
willekeurigen rechthoekigen driehoek, en teeken deze twee figuren. 
Als van ieder dezer gelijke quadraten vier driehoeken gelijk aan 
den gegeven rechthoekigen driehoek afgetrokken worden, blijft van 
’t eene figuur het quadraat op de hypothenusa, en van het andere 
de twee quadraten op de andere zijden over. 

Dit bewijs verschilt wezenlijk niet van het Hindoesche bewijs, 
dat men hierboven aantreft. The Mathematical Magazine Jan. 1882 
bevat een andere lezing van dit bewijs, toegeschreven aan Garfield, 
de ongelukkige president der Vereenigde Staten, die in 1881 ver- 
moord werd. 


(5) Dezelfde figuren komen voor bij Kunze, Lehrbuch der Geometrie 1842. 
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Vi 
Bewijs van GARFIELD. 


Zij ABC de gegeven rechthoec- 
kige driehoek. Trek CD —= CF 
loodrecht op CB; vervolgens DE 
loodrecht op CA. 

Het is duidelijk, dat de drie- 
hoeken ABC, CED £ zijn. 

Dus is het trapezium ABDE ge- 
lijk aan de som der drie driehoe- 
ken, dus 


1 4 4 
(DEE et Ds 
ò (be) ô ee 





of (b + ec)? = a? + We 
of eindelijk bì Le? = a? 


The Mathematical Magazine (January 1882, Erie, Pa.) 


Aanmerkingen. I. Dit zeer eenvoudige bewijs kan aldus wor- 
den voorgesteld: 

Met b + c als zijde construeeren we het vierkant EF HA. 

Neem ED — FG —= HB = AC = b, 


dan is de figuur BCDG een vierkant. 
Daaruit volgt (Dr CAR Ad PDE 
als boven. 


IL, Door middel dezer kleine verandering ziet men, dat het be- 
wijs vaN GARFIELD eene verandering is van het Hindoesche bewijs, 
bekend onder den naam van Chaise de la Marieé (2) 

IL. Dit laatste (zie BHASCARA) herkent men in de figuur 
BODGHF'E'A’ geeft de gelijkheid 

a? — (b—e)? + 2e. 


E. Catalan , (Mathesis, II, Gand 1882.) 
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VL. 


Onderstelling. Op de drie zijden 
van den rechthoekigen AABC zijn 
vierkanten beschreven. 

Gestelde. CBHIEACD + FGBA. 

Bewijs. Trek uit B en I lijnen 
BK en IM, evenwijdig aan CA en 
uit C en H lijnen CN en HL even- 
wijdig aan AB; dan ontstaan er vier 
rechthoekige driehoeken KCB, NIC, 
MHI, LBH, die gelijk en gelijkvor- 
mig zijn met ABC, want CB — IC 
— HI — BH, als zijden van een 





8 zelfde vierkant, en 
ZBCA — ZICA (complem. v. /KCB); 
ZICN = ZHIM (complem. v. ZNIC); 
ZHIM'-SABHE( >» >» ZMHD); 
eeen On nere ZL BH), 

De figuur KLMN is dus een vierkant, dat het verschil van CA 
en AB tot zijde heeft. Verplaatst men nu die vier driehoeken , 
zooals in de figuur door cijfers is aangewezen, dan ziet men het 
gestelde onmiddellijk bewezen; want door bij de kleinste zijde van 
2 de zijde van het vierkantje te voegen, en dan QP te trekken, 
wordt OPQR een vierkant op de grootste rechthoekszijde ; door van 
de langste zijde van 4 de zijde van het vierkantje af te trekken, 
wordt PSTQ een vierkant op de kleinste rechthoekszijde, terwijl 
deze beide vierkanten samengesteld. zijn uit alle deelen van het 
vierkant op de hypothenusa. 

VII. 

Bewijs van MurratuLr (Geb. 1820. Overl. 19 Febr. 1887.) (Idé 529). 

EEE Behalve den AABC en de quadraten 
E ARB op zijn zijden construeert men, als in 
B nevenstaande figuur, 6 driehoeken, ieder 
gelijk aan den gegeven driehoek. Er 
ontstaan dan’ 2 gelijke quadraten DE 
en AF. Trekt men van elk dezer qua- 
jdraten 4 driehoeken af, dan blijft er in 





‘teene geval het vierkant op de schuine 
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zijde over en in ’tandere geval blijven de 2 vierkanten op de 
rechthoekszijden over, Het vierkant op de schuine zijde is dus 
zoo groot als de vierkanten op de rechthoekszijden samen (*). 


VIT, 


De quadraten op iedere zijde ge- 
BE steld, zooals deze figuur vertoont, en 
AD, AE en IL evenwijdig EC ge- 
| trokken. 
Bewijs. Dewijl 





rechthoek CL — 2AACE — vierk. AK ober 
en rechthoek BL — 2AABD —= vierk. BG is E 
zoo komt rechth. CL + rechth. BL — vierk. BE 
— vierk. AC + vierk. BG 
dat te bewijzen was. 

Want de zijde BD ontmoet FG, en de zijde DE de verlengde 
HK, hetwelk daaruit blijkt, dat alle hoeken 7» en s evengroot zijn, 
omdat overal # + s een rechten hoek uitmaakt, derhalve AABC 
omgekeerd over ’tpunt B stemt overeen met ABFD, maar ge- 
keerd over ’t punt C stemt overeen met ACKE. 

(Euclidis, Meetkonst door Pieter Warius, 1735.) 


IX. 


In de fig. bij VII hebben AABI en AABC ZB gemeen en den 
rechten hoek gelijk. Ze zijn dus gelijkvormig, en hierin ligt op- 
gesloten : 

BI : BA = BA : BCO, 
waaruit AB2==:BI- % BO 
Eveneens AGCHES MOI SIBG 

AB2 + AC? =-(BI 4 CDBC 

of AB? + AC? = BC2, 


(*) Zie blz. 94 en 105. 
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X. 


Een aanschouwelijk bewijs dezer 
stelling is het volgende. 

Zij ABC de rechthoekige driehoek 
op de zijden waarvan de drie qua- 
draten ABED, ACFG en BCHI zijn 
geconstrueerd. | 

Verlengt men CA en CB door de 
| Ee punten A en B heen en trekt men 
door E en D lijnen evenwijdig met 
CA en CB, dan ontstaat de recht- 
B hoek CLPK, die bij nader onderzoek 
B blijkt een quadraat te zijn. 





Daar n. 1. /ABE —= 90e is, moet ook 
ZABO 1 ZEBL = 90e zijn; maar ook 
ZABC + ZBAC = 90°, dus ZEBL — /BAC. 

Op dezelfde wijze toont men aan, dat /DEP = ZEBL en dus 
se BAG en: ZADK — ZDEP — „/BAC. is. 

De rechthoekige driehoeken, die wij kortheidshalve door de let- 
ters a, b, ec, d hebben aangeduid, zijn vu @; want behalve de 
zoo evengenoemde hoeken, hebben zij gelijke hypothenusen (AB — 
— BE = ED == DA), waaruit volgt, dat iedere zijde van den 
rechthoek CLPK gelijk is aan de som der rechthoekszijden van 
den oorspronkelijken driehoek en dus de rechthoek zelf een qua- 
draat is, bestaande uit het quadraat ABED en de vier 2 AAa, 
b,e, d. Verlengt men verder de lijnen GA, GF, IB en IH en 
trekt men FH, dan ontstaat een tweede rechthoek MING, be- 
staande uit de beide quadraten ACFG en BCHI en de vier recht- 
hoekige driehoeken e‚ a, f‚ g, die weder onderling @ zijn, daar 
zij de rechthoekszijden gelijk hebben (MB — AC — CF = HN en 
AM = CB = CH = FN). Ook deze rechthoek is dus een qua- 
draat, waarvan de zijden gelijk zijn aan de som der rechthoeks- 
zijden van den oorspronkelijken driehoek. __ 

De beide kwadraten CLPK en MING zijn bijgevolg @ en heb- 
ben dus gelijke oppervlakken. Denkt men zich nu de zeven @ 
Aa, b, ce, d, e‚, f‚ g weg, dan verliest elk der kwadraten even- 
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veel, nl. vier gelijke AA; hetgeen er van beide overblijft, is dus 
gelijk, dat is: ABED —= ACFG + BCHI. 
XI. 

Nemen we inplaats van een willekeu- 
rigen rechthoekigen driehoek een gelijk- 
beenigen, dan wordt elk vierkant op een 
rechthoekszijde door een diagonaal in twee 
gelijke deelen verdeeld, elk gelijk aan AABC. 

Het vierkant op de hypothenusa wordt 
door de diagonalen in vier gelijke deelen 





verdeeld, elk gelijk aan ABC. 
We hebben dus BC? — AB? + AC? 
XII. 

Beschrijf op AB en BC de quadraten 
naar buiten en op AC het quadraat naar 
binnen, dan liggen de hoekpunten H en I 
op DÉ en het verlengde van GF (bewezen 
bij ne. XV). Verleng DC en DE, alsmede 
GA en GF, dan is DKGL een quadraat. 

Verder is „ABC 2 AACL @ „AGH 





gr LARIKS MANODT 

Neemt men de 4 buiten AAACL, AGH, HIK, CDI, van het qua- 
draat DKGL af, dan blijft het quadraat op de hypothenusa ACIH over. 

Nemen we de 4 @ AAACL, ABC, BFK, BEK van het qua- 
draat DKGL af, dan blijven de quadraten op de rechthoekszijden over. 

Beide keeren namen we evenveel van het quadraat DKGL af, 
zoodat de resten ook evengroot zullen zijn, d. i. 

ACIK = ABFG + BCDE 
of ACAD JEROEN 
XIII. 

Zij BCDE tot quadraat op de hypothe- 
nusa. Laat uit D en E de loodlijnen DF 
en EG op het verlenede van AB neer, als- 
mede CH en EI | op DF neer. 

Nuis ZABC het complement van ZEBG, 
dus ZABC — „BEG | 
en ZACB — ZEBG — het complement 
van ZABC, | 





« 


(*) Zie blz, 100. 
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Verder is BC —= BE 
dus AABC 2 ABEG 

Ook is ZACB — ZEDI (AC // DI en BC // DE) 
dus ZABC — /DEI = complement van ZACB 
Verder is BCO —= DE 
dus AABC 2 ADEI 


Eveneens bewijst men, dat AABC 2 ACDH. 
Dus AB = EG = EI = IF = FG = DH 


en NO OH: SHE SÁF 
Het vierkant EGFI is dus = AB? 
en > ACHF = AC? 
Nu is BC? = BODE = ACDH + „DEI + vijfhoek BCHIE 
me ZINABOS FE bvijf hoek BOHIE ater doe (1) 


AB? + AC? = EGFI + ACHF 
— AABC + ABEG + vijfhoek BCHIE 
— 2AABC + vijfhoek BCHIE ...... (2). 
Uit (1) en (2) volgt nu 
AC? + AB? = BO (*) 


XIV. 


Daar AC{AB, 

His ook ACHI(ABED. 

À Van ABED moet dus een rechthoek , 
AXYD afgesneden kunnen worden, 
| welke aan het quadraat ACHT Belk 
is, waarbij dan nog te bewijzen blijft, 
MB dat de overblijvende rechthoek XBEY 
| aan het quadraat BCFG gelijk is, 
| Het komt nu daarop neder de ligging 
der onbekende lijn XY te bepalen. 
Men verandere tot dit doel het qua- 
draat AIHC in een rechthoek, wiens 
zijde — AD. Beschouwt men Al als grondlijn van het qua= 
draat en trekt men door IT een lijn IK//AB, dan is, dewijl HCB 





(*) Dit bewijs komt het eerst voor in „Hauff, Lehrbegriff der reineu Ma- 
thematik 1803.” en bijna hetzelfde bij Clairaut „Beginzelen der geometrie” 
(1760). 


De Vriend der Wiskunde. II, 7 
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eene rechte lijn is, (volgens de onderstelling), het quadraat TIACH 
gelijk aan het scheef hoekig parallelogram AIKB, en dit parallelo- 
gram heeft de verlangde grondlijn AB = AD. Denkt men dit pa- 
rallelogram een rechten hoek om A gedraaid , zoo neerat het, daar 
zIAB = ZCAB, AI S= AG, AB = AD, de ligging CLDA aan, 
welk laatste parallelogram, als X en Y de snijpunten van CL met 
AB en DE aanduiden, aan den rechthoek AXYD gelijk is, dat 
een deel van het quadraat ADEB is. 

Om aan te toonen, dat het overblijvende deel van het quadraat 
op AB, namelijk de rechthoek BXYE aan het quadraat op BC 
gelijk is, heeft men slechts L met E te verbinden en door G eene 
lijn GM//AB te trekken. 

CBEL is dan een parallelogram en wel is waar congruent met 
het parallelogram ABGM. 

Maar ABGM —= CB2, CBEL — XBEY, 


bijgevolg ook XBEY — CB?, 
Uit AC? — AY en CB? — BY volet, dat 
ACG2 CB3 SAM 40 Wijks Aes 
XV. 


Men kan de constructie bij het voor- 
gaande bewijs zoo veranderen, dat het 
quadraat der hypothenusa door haar 
ontstaat. 

Op AC richt men naar buiten het 
quadrcat ACHI en op BC naar binnen 
het quadraat BCFG op (of omgekeerd). 
Door I en G worden IK en GM even- 
wijdig aan AB getrokken, in A en B op AB loodlijnen opgericht, 
welke die evenwijdige lijnen in D, E‚ O, N ontmoeten. Dan is 
quadraat AH — paralleligram ABKI = rechthoek ABED, 
quadraat CG == parallelogram ABGM == rechthoek ABON, 
bijgevolg quadraat AH 4 quadraat CG — rechthoek DEON. 

Nu is echter, zooals gemakkelijk te bewijzen is, 

AAID 2 ACX, ABGO 2 ABCX, 
dus AD = AX, BO of AN — BX, bijgevolg DN —= AB = NO, 
dus DEON een quadraat, en wel is waar het quadraat der hypo- 


thenusa AB (). 
(*)_ Zoo goed als dit bewijs vindt meu bij Jacob de Gelder (Beginselen der 
Meetkunst 1810) en bij Kunze (Lehrbuch der Geometrie 1842). 
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XVI. 


Beschrijf op AC en BC naar bui- 
ten de quadraten AH en BF. 

Verleng IH en GF tot K,‚ IA en 
GB tot O0. 

Richt in A en B op ABloodlijnen 
op, welke IK en GK in Den E ont- 
moeten, 

Gemakkelijk is het nu aan te too- 
nen, dat de driehoeken AID en EGB 
beide congruent zijn met ACB, dus 
AD en EB beide — AB. Bijgevolg is ABED een quadraat op 
AB. Verder zijn ook de driehoeken BOA en DKE beide met ACB 
congruent , zoo ook de beide rechthoeken ACBO en KFCH. 

Deze rechthoeken bedragen samen het viervoud van AABC. 

Trek men ze van IOGK (het quadraat op de som der catheten 
AC en CB) af, zoo blijven de quadraten AH en BF op deze cathe- 
ten over. Trekt men daarentegen de vier met ABC congruente 
driehoeken AOB, BEG, EDK, DAJ, welke insgelijks samen het 
viervoud van ABC bedragen, van het quadraat IOGK af, zoo blijft 
het quadraat der hypothenusa AE over. Bijgevolg is het laatste 
zoo groot als de quadraten op de catheten samen, 





Aanmerking. De constructie, bij 
dit bewijs toegepast, toont te gelijk, 
in welke stukken de quadraten der 
catheten moeten verdeeld worden, om 
door eene andere samenvoeging, het 
quadraat der hypothenusa te vormen. 
Het quadraat der grootste catheet, 
AC namelijk, bestaat uit den vierhoek 
ACMD (1) en de driehoeken AID (2) 
en DHM (3), het quadraat der kleinste 
catheet CB uit den driehoek CBN (4) en het trapezium BGEN (5). 
Maar (1) is ook een deel van het quadraat der hypothenusa ; (2) 
komt daarin in congruenten vorm als AABC voor; (3) en (4) zijn 
congruent respectievelijk met EFN en BGP; en deze beide maken 
met (5) samen AEBP, welke @ BEM is, zoodat deze laatste 
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BEM uit (3), (4) en (5) bestaat. De samenvoeging dezer vijf — 
deelen in dedrie quadraten is om de duidelijkheid in deze fig. nog 
eens afzonderlijk voorgesteld. De congruente stukken zijn daarin 
met gelijke cijfers aangeduid. 


XVII. 


Construeer op de catheten AB en 
AC de quadraten ACGF en ABED, 
verleng GF en ED tot zij elkaar in Le 
ontmoeten, trek LA en verleng die tot- 
zij BC in K ontmoet. LK staat dam 
loodrecht op BC. 

ADLF is een rechthoek, waarin AF 
= AC, FL — AD —AB, dus AAFL 
L AABC, dus ZLAF — „ACB. Maar ZLAF — BAK (over- 
staande hoeken), dus {BAK == ZACB. Maar ZBAK is het com- 
plement van ZKAC, dus is /ACK ook het complement van ZCAK. 
ZAKC is dus recht en daarmee is aangetoond, dat LK [ BC 
staat. Richt in B en C op BC loodlijnen op, die DE in I en 
GL in H snijden, trek HI, dan is BCHI het quadraat op BC. 

ABIE @ AABC (BE = AC, ZE = ZA = 90° ZEBI= ZABC 
== complement van ZABI), dus BI = BC. 

ACGH B AABC, (CG — AC, ZG =-/BAC =900, ZGCH 
—= BCA == complement van ZACH), dus CH = BC. 

Van vierhoek BCHI zijn nu BI = BC — CH, BI en CH lood- 

recht op BC, dus is BCHI het quadraat op BC. 
__Nu is CHMK — ACHL, want zij hebben de basis CH en de 
hoogte HM gelijk. 

Eveneens is ACHL — ACGF, omdat zij de basis AC ende 
hoogte AF gelijk hebben. 

Dus rechthoek CHMK — quadraat ACGF. 

Op dezelfde wijze vinden we 

rechthoek BIMK — parallelog. ABIL == quadraat ABED. 

Dus CHMK + BIMK —= BCHI — ACGF + ABED. 

Uiers BC? = AC? +-AB?2 (*). 

C*) Dit bewijs komt overeen met dat van het theorema van PArrus,Fzie 


Jrxargang I n®, 31, waar we opmerkten, dat het theorema van PYTHAGORAS. 
een bijzonder geval van het theorema van Pappus is. Zie blz. 93. 
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XVIII. 


Zij AABC rechthoekig in C, 
BCDE, ACFG, ABHI zijn res- 
pectievelijk de quadraten op de 
catheten en de hypothenusa. 

Trek DF, dan is ACDF @ AABC. 

Trek HK // AC en IK // BC, 
dan is ZIHK — ZBAC, „HIK, 
= zABC en HI — AB, dus 
AAI AB: 

Vereenig C met K, dan is „ACK 
== ZCKH, verder is AC — HK, AI — BH, IK = BC, CK = 
CK dus is vierhoek ACKI 2 vierhoek BCKH. 

Vereenig G met C en C met E,‚ dan is ZACG = 45°, even- 
eens is ZBCE — 45° en ZACB = 90°, dusis GCE eene rechte lijn. 

Op dezelfde wijze als hierboven blijkt dat 

vierhoek ABEG @£ vierhoek DEGF is. 
Vereenig C met IT en B met G, omdat ZIAC —= /BAG, IA 


BA, AC = AG, is AIAC @ ABAG, dus IC = BG en /AIC 
ZABG. 





Di 


Nu is ZAIH = /CBE —= 90° 
ZHIK —= /ABC opt. 

dus ZAIK = ABE 

maar _ZAIC = „ABG aft. 

dus ZCIK ==. ZGBE 

Verder is CI — BG 

en IK —= BE 

dus ACIK @ AGBE 

derh. AACI + ACIK = ABAG + BEG 

of vierhoek ACKI — vierkant ABEG 

dus ook re BOKH =S pr DEGE 

dus zeshoek ACBHKI == zeshoek ABEDFG 


Nuis _AABC + AHIK = AABC + ACDF af 
vierkant ABHI — vierkant ACFG + vierkant BODE (*) 


Arnhem, Dec. 1886. A. J. VAN BREEN. 


(*) Tempelhof, Anfangsgründen der Geometrie, 1769; en andere oude 
leerboeken. 
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De volgende elf bewijzen van het Theorema van Pythagoras, die 
door kortheid of eigenaardigheid de aandacht verdienen, volgden 
oorspronkelijk in mijn manuscript op mijne bemerkingen over Mul- 
tatuli’s bewijs (Zie blz. 405). Daar het stuk van den heer Van 
Breen reeds gezet was, toen hij mijn handschrift ontving, was het 
echter wenschelijk, mijne volgorde te veranderen, en eenige ge- 
deelten te laten vervallen, En alzoo is geschied! 


XIX. 


Al en A2 zijn rechthoekig; zij 8 de geheele: 

driehoek, dan is: 
OT DAN pe 

dus: Al + AZ : A3 = alt Bee, 
alzoo: a t-ib3 = 6: 

Dit bewijs vindt men in: 

Bezout, Elemens de Géometrie. 

Mazéas, Elemens d'arithmetigue, d’algèbre et de: 





géométrie. 
Hoffmann, 47ste propositie enz., 1834 (*). 
Sauveur, Géométrie élementaire et pratique etc., 1753. 
Jury Wipper, 46 Beweise enz. (+4). 


XX. 


Men vindt bij Sauveur (zie XIX): 
»Deze stelling kan ook nog mecha- 
nisch bewezen worden, door 3 speel 
kaarten diagonaal door te knippen en 
Ide 6 driehoeken op nevensstaande- 
{manier naast elkaar te leggen. 

Zij ABC = A; dan is: 

vierkant op AC = 4\ + vierkt. 6, 

» __» BC = vierk. op LE=2AH 
+ rechthoek „ 






vierkant op AB — 2A — rechthoek, 
dus: vierkt. op AC — vierkt. op BC + vierkt. op AB. 


(*) Zie blz. 95. _(# Zie blz, 99, 
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XXI. 


Verleng C met B, beschrijf hierop een vier- 
kant en hierin het vierkant op H, dan is: 


E 1 
N SA ks her AX 
vierkt op (C+ B)=(C.j B)2=H? 4 4 Er Xx BX C 


Maar algebraïsch is: 
(Osta OA on DAE Ae 
dus: Bte EL 
B Voor dit bewijs zie men Hoffmann en »Hu- 
berti Rudimenta Algebrae, 1762. 
Verder Jury Wipper, 46 Beweise enz. 
XXII. 

Trekt men de loodlijn op de hypothe- 
nusa en neemt men aan, dat de »magister 
matheseos”” waar was, dan heeft men: 

ae LDA en, 








en ook: 
ar =p: 
ER opget. 
att b2=ptgqg?t2l2, 
Maar: An pg, 
dus: B Di ND, 
of: GE DA REE 
Maar: Ends 
dus: es = (Pp + ik 


en daar nu werkelijk (p + q)? = p? + q? + 2Wpg, 
zoo is de oorspronkelijke onderstelling ook juist. 
(Hoffmann enz., Wipper enz.) 


XXIII. 


Zij ABC de A, beschrijf den halven cir- 
kel uit B, dan is: 
AA SATE 
= (AB — BD) (AB + BD) 
AB2 — BD? 
= AB? — BC? 
of: AB2 — AC? + BC?, 
(Hoffmann enz., Wipper enz.) 
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XXIV. 


Zij ABC de driehoek. Maak AD = AB; zij E het midden 


van CD, trek Ee BC, dan is ABDC @ AGAE, dus: 
RE AB = DC: GE, 


Bor: arbtb(eb=le—b): Ha, 
Ge ED NAE 

B dus : Jard (ec? — b®), 

Md. 1: a — a + bt 





(Hoffmann enz., Wipper enz.) 
Deze laatste 3 bewijzen zijn door Hoffmann 


zelf gevonden. 
XXV. 


Al is de in C rechthoekige driehoek : 
j | vierkt. op BC = a + b, 

Dii AC ae arn 
som vierkanten — 2a + 2b 4 2e 4 2d He. 
Vierkt. op AB — 4b + 4d + ee. 

Maar a + ec — b + d, dus: 
Vierkt. op AB = vierkt. op BC + vierkt. 
op AC. 

(Wipper en Reichenberger, Philo- 





sophia et mathesis universa etc. 1774.) 


XXVI. 
Maak CD — AC; beschrijf uit A met AD als straal een halven 


cirkel , dan is: BE BG =,BD'x BE; 
a BE (BE + 2AE) — BD (BD + 2CD), 
M of: BE? 4 2BE. AE— BD? + 2BD. CD, 





B maar: AE! = AC? 4 CD* (zie XI), 
B dus opgeteld: (BE + AE)? == AC? +(BD+4-CD)? 
E Bi of AB? == AU BO 
ROR en Sionk die het gevonden heeft.) 


XXVII. 
B Zij ABC de in C rechth. driehoek 
BEN Construeer vierkt. op AC; trek EF/AB, 
Mdan is vierkt. op AC = parallelogram 
MAF — rechth. Al. 
MDus: AC? = AB X AH. 
Nu is AAHE 2 AAKC, dus 





AH = AK, alzoo: 
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AC: — AB x AK. 
Op gelijke wijze toone men aan: 
BOR AB oe: BE. 
Door optelling heeft men dan het theorema. 
Dit bewijs dankt men aan Oscar Werner (Grunert's Archiv 
1855 en Wipper). 


XXVIII. 


Beschrijft men om een rechthoek (zijden a en ) een cirkel, trekt men 
de diagonalen (c), dan is volgens het theorema van Ptolemaeus : 
Gent ete OE DSD 
of: ame Lon 
Het theorema van Pythagoras is dus een bijzonder geval van 
dat van Ptolemaeus (°). 


XXIX. 

Door deze opmerking kwam ik natuurlijk op het denkbeeld om 
het theorema van Pythagoras te bewijzen volgens de methode, 
waarop dat van Ptolemaeus wordt aangetoond. Vandaar dit bewijs : 

Zij ABC de in A rechthoekige driehoek , 
trek. BD | AB en CD [ AC en in rechth. 
ABDC de diagonaal BO. 

Maak ZEAB — /CAO, 


dan is: AABE @ AACD, dus: 
BE 1 CD e= ABit A D3 
of: BE x AD = CD x AB, 
of: BE: "sen BOR ZAABS TEN atten (1) 





Verder is ACAE wo ADAB, waaruit: 
CE : BD — AC : AD, 
of: CE « AD — BD x AC, 
of: CH SBO AGL ee Se dl eN (2) 
De optelling van (1) en (2) geeft het theorema. 
Het bewijs IX is van dit de vereenvoudigde vorm, ongeveer 
zooals IX het ook is van XXVII. 


Leiden, Dec. 1886. Dr. J. G. VAN DEVENTER. 


_(* Zie blz. 88. ‘ 


HET THEOREMA VAN PYTHAGORAS. 


In een der Septembernummers, jrg. 1880, van het Schoolblad 
heeft de heer Brinkgreve te Zalt-Bommel een bewijs van het bekende 
Theorema medegedeeld, dat door kort- en duidelijkheid uitmunt. 
Men vindt het overgedrukt in het » Tijdschrift voor Vormleer, enz. 
van J. Versluys, 3de jaargang blz. 36, en nu, zoowel met het oog 
op het goede verband als op de zes jaren , die er verloopen zijn, vindt 
men het ten derde male in »De Vriend”, 

Het is het volgende: ij 

»Teeken twee even groote vierkanten, zet op de zijden van het 
eene, denzelfden kant omgaande, van de hoekpunten uit, willekeu- 
rige, doch gelijke stukken af. Vereenig de ontstane punten, dan 
__komt om welbekende reden, een nieuw vierkant in het eerste. 

Trek in het andere vierkant op afstanden, gelijk aan de lengte 
van de straks genomen willekeurige stukken , twee lijnen, even wijdig 
Aan de lengte en breedte, dan is dit vierkant verdeeld in twee 
kwadraten en twee rechthoeken. Trek eindelijk in ieder der recht- 
hoeken een diagonaal. 


Neemt men nu uit de oorspronkelijke vierkanten respectievelijk — 


de vier gelijk- en gelijkvormige driehoeken weg, dan zijn de resten 
gelijk. De eene rest bestaat uit de som der vierkanten op de recht- 
hoekszijden en de andere rest is het vierkant op de hypothenusa 
van een der rechthoekige driehoeken” 

Naar aanleiding van dit bewijs, merkt de heer Brinkgreve op: 

>Het naar Multatuli genoemde bewijs van bovengenoemd theorema 
heeft mij nooit getroffen door zijne eenvoudigheid, omdat mij en 


re dend Gans 
ge aten: P 
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mijnen tijdgenooten het onderstaand bewijs al voor circa 20 jaar ge- 
geven werd door den nu overleden, verdienstelijken onderwijzer, den 
heer J. A. Hansen te Deventer, en dit volgens dezen reeds voor ruim 
een halve eeuw te Deventer en omstreken bekend was onder den 
naam van Bewijs van Baudet. De bescheiden Baudet liet zich 
echter het vaderschap over dit bewijs niet aanleunen, maar verklaarde 
het ontleend te hebben van een oud Engelsch werk, welks titel 
hem ontgaan was. 

Dit bewijs heeft met Idé 529 een zeer groote overeenkomst. In 
beide toch komt men tot het resultaat, door van twee gelijke vier- 
kanten, vier gelijke driehoeken weg te nemen. 

In het hier gegeven bewijs liggen de vierkanten naast elkander, 
bij Multatuli ontstaan ze anders en liggen gedeeltelijk vver elkaar.” 

Eenigen tijd geleden nu, kwam mij bij toeval het door Multatuli 
aangehaalde werkje in handen (de 47ste Propositie van Euclides of 
het leerstuk van Pythagoros, met 35, zoo bekende, als nieuwe 
bewijzen verrijkt door J.J. 1. Hoffman — òf Hofmann, volgens 
Multatuli, òf Hoffmann volgens ’t voorbericht —. uit het Hoogduitsch 
vertaald door H. Strootman, 2? druk, Breda 1834). 

Zooals het nu altijd gaat, van het een komt men op het ander ; 
ik kreeg daardoor eenige aanteekeningen, die, naar mijne meening 
tot een stukje omgewerkt, in »De Vriend der Wiskunde’ niet mis 
plaatst zouden zijn. 


Ik weet niet of mijne opmerking alleen staat, of dat ook anderen 
haar wel eens gemaakt hebben, nl, dat personen, die sedert 
jaren de meetkunde in het graf der vergetelheid hebben begraven, 
zich het theorema van Pythagoras nog weten te herinneren. 

Twee oorzaken zou men hiervoor kunnen aanvoeren: 

_ 1%, dat het indertijd zoo’n diepen indruk op hun thans niet 
meer wiskundig gemoed heeft gernaakt ; 

20, dat die stelling van dien rechthoekigen driehoek een naam 
droeg. 

Ik voor mij geloof het laatste en laat dan ook nooit na, dààr, 
waar ik kan, den naam van den ontdekker eener eigenschap mede 
te deelen, 

Weet ik nog iets meer dan den naam, des te beter, Niet 
iedere schrijver van boeken over Meetkunde schijnt het met mij 
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echter eens te zijn, ten minste er zijn er vêrscheidene (), die 
zelf bij dit theorema den naam van den ontdekker verzwijgen. 

Wat hiervan de oorzaak is? ik durf het niet beslissen. Onbe- 
kendheid is niet aan te nemen; de eigenschap van weinig belang 
achten, evenmin; de toepassing van het »nomina sunt odiosa”’, 
‘tis niet te durven er aan te denken. Vooral van Legendre verwon- 
dert het me; hij toch zegt in zijn Kléments de Géometrie niets 
minder dan dit: >De beide voorgaande stellingen (n. 1. bij gelijk- 
hoekige driehoeken zijn de gelijkstandige zijden evenredig en om- 
gekeerd) die eigenlijk één zijn, vereenigd met die van het vier- 
kant der hypothenusa, zijn de gewichtigste en verst strekkende 
stellingen uit de geheele Meetkunde; zij alleen bijna zijn voldoende 
voor alle toepassingen en voor de oplossing van alle vraagstukken ; 
de reden is deze, dat alle figuren in drlehoeken kunnen worden 
verdeeld en elke driehoek weer in twee rechthoekige. Derhalve 
zullen alle algemeene eigenschappen der driehoeken, die van alle 
figuren in zich bevatten’ 

Reeds Vitruvius (Genie-officier onder de regeeringen van Caesar 
en Augustus) deelt mede, dat Pythagoras aan de Muzen offerde, 
uit dankbaarheid, dat zij hem zulk een belangrijke eigenschap had- 
den doen vinden. 

Diogenes van Laërtus, (waarschijnlijk 4° helft 34° eeuw n. C.), 

die het weer van een ander schrijver had, deelt mede, dat dit 
offer uit 100 ossen bestond; dit wordt evenwel door Cicero in 
twijfel getrokken, daar bloedvergieten in strijd was met de leer 
van Pythagoras. 
__ Proclus (410—485) beweert daarentegen, dat er wèl geofferd 
is; doch de 100 zijn tot 41 geslonken. Wat hiervan zij, dit 
blijkt er uit, dat men zich in die dagen meer verheugde over 
iets nieuws dan in onzen tijd. Het woordje »blasé” is dan ook 
waarschijnlijk van jongeren datum, dan de tijd van Pythagoras. 


(*) Lamy, les Elements de Géométrie etc., 1734 Sauveur, Géométrie 
élementaire etc., 1753. Clairaut, Beginselen der Geometrie enz., 1760 
Steenstra, Grondbeginselen der Meetkunst enz., 1779. Simson, the Blements 
of Euclid etc., 1781. Strabbe, Gronden der Meetkunst. enz., 1798. Lacroix, 
Beginselen Hee Meetkunst enz., 1824. Legendre, Éléments de Geometrie, 
1844, Schönfeld, Beknopt leerboek der Planimetrie, 1880. Potts, Euclid’s 
Flement’s of Bonen etc. 1884. 
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Een overblijfsel van die dankbaarheid, die haar oorsprong na- 
tuurlijk had in groote verrukking, vindt men nog terug in den 
eigenaardigen toon van verscheidene wiskundige werken van onze 
voorouders. 

Wat betreft de wijze, waarop Pythagoras tot de ontdekking is 
gekomen, merkt Clavius (*) ongeveer op (4): 

» Volgens sommigen heeft Pythagoras misschien in de getallen de 
eerste aanleiding gehad tot het ontdekken van zijn theorema. De 
beschouwing der getallen 3, 4 en 5 deed hem zien, dat het vier- 
kant van het grootste gelijk was aan de som der vierkanten der 
beide andere. Hij ging daarop een driehoek met zijden 3, 4 en 
5 construeeren, en zag dat die driehoek zeer veel op een recht- 
hoekigen driehoek geleek; na meting vond hij werkelijk dien 
hoek over de zijde 5, recht. Ditzelfde zag hij bij andere groepen 
van 3 getallen, zooals : 

Or Onl 0% 

WEE AAE, 

enz. enz. 
die alle de eigenschap van die kwadraten bezitten. Zoo kwam hij 
vanzelf op het denkbeeld of die eigenschap ook omgekeerd voor alle 
rechthoekige driehoeken bestond; hij construeerde zulke driehoeken 
en bevond werkelijk, dat. de eigenschap waar was.” 

Het spreekt wel van zelf, dat de latere beoefenaars der wiskunde 
met dit zoogenaamde bewijs volstrekt niet tevreden waren. De 
waarheid toch wordt niet door redeneering, maar proefondervinde- 
lijk bewezen. En dit is ook natuurlijk; het begin van alle weten- 
schap is waarneming. 

Dat Pythagoras bij toeval de eigenaardige eigenschap der ge- 
tallen 3, 4en 5 ontdekte, is zeer natuurlijk; dergelijke ontdekkin- 
gen grijpen nog wel eens plaats; het is mij ten minste meer dan 
eens voorgekomen, dat jongens de een of andere eigenaardigheid 
in getallen opmerkten en dan bij mij kwamen met de vraag of 
dit altijd waar was. En volgens Darwin is immers de ontwikke- 
ling van het individu, de ontwikkeling van de soort. 

Dat Pythagoras nu in eens op het idée kwam, zooals Clavius 
zegt, om een driehoek met de zijden 3, 4 en 5 te gaan maken, 


(*) Clavius, Euclidis Elementorum etc. 1607. _ 
(f) Welk bewijs Pythagoros zelf gaf, is niet bekend. 
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is, dunkt me, wel wat gewaagd. Ik voor mij zou eén der twee 
volgende manieren veel natuurlijker gevonden hebben. 

Stel Pythagoras ziet bij toeval de eigenschap der getallen 3, 
4 en 5; dan vraagt hij zich onmiddelijk af; zijn er meer van die 
groepen? Om veelvouden te nemen lag zeer voor de hand; mis- 
schien dat hij door probeeren een andere groep vond b. v. 20, 
21, 29; het zal toch wel zoo goed als zeker zijn, dat hij niet op 
het denkbeeld zal zijn gekomen van de formule : 

CR pn AE en (2 nee (2mn)?, 
die voor elke geheele waarde van mm en ”, voor de m? + n?, 
m? — n?, en Wmn telkens een stel getallen oplevert, dat aan de 
vraag voldoet. 

Om nu op het denkbeeld te komen, als die getallen eens de 
lengten der zijden eens driehoeks aangaven, zouden die driehoeken 
dan ook iets eigenaardigs vertoonen, om op dit denkbeeld te ko- 
men, zegik, schijnt mij niet een te groote sprong. En zoo is Py- 
thagoras dan misschien aan het construeeren gegaan en zag al zeer 
spoedig, dat een der hoeken altijd verbazend veel van een rechten had ' 
terwijl de andere hoeken en zijden volstrekt niets bijzonders vertoonden. 

En nu vroeg Pythagoras zich zelven af ‚ geldt het ook soms voor 
alle rechthoekige driehoeken? En proefondervindelijk vond hij het 
bewaarheid. ê 

De andere manier zou deze zijn geweest: 

Hij maakte eens een driehoek en nam de zijden toevallig 3, 4 
en 5, en zag, dat die driehoek veel van een rechthoekigen had; 
meting bevestigde dat ; dit moest dus samenhangen met de getallen 
3, 4 en 5; het eigenaardige van deze getallen nu was ‚ dat het kwa- 
draat van enz. enz, Is dit nu ook waar bij een willekeurigen rechthoeki- 
gen driehoek. Hij nam de proef en de meting bevestigde zijn vermoeden. 

Uit dit alles blijkt — en daarom stond ik daarbij zoo lang stil — 
dat de algebraische bewijzen, die voor het theorema in later jaren 
gevonden zijn, en waaronder ik ook begrijp, die, bij welke van even- 
redigheden gebruik wordt gemaakt, welke bewijzen door eenvoudig- 
heid uitmunten, uit dit alles blijkt, zeg ik, dat die bewijzen volstrekt 
niet zoo ver achter behoeven te worden gesteld bij de zuiver meet- 
kundige, zooals verscheiden schrijvers doen. Pythagoras dacht aan 
geen kwadraten op de zijden beschreven, maar slechts aan de kwa- 
draten van de getallen, die de lengten der zijden voorstellen. 
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Ik weet niet of het waar is, ik weet ook niet, of ik het ergens 
gelezen heb, of van iemand gehoord, dat er een tijd geweest is 
waarin het criterium van een goed mathematicus, gelegen was in 
het vinden van een nieuw bewijs voor het theorema van Pythagoras. 
Maar dit weet ik wel, dat ik geen wiskundige waarheid weet, die 
op zoovele verschillende manieren bewezen is, als het theorema 
van den rechthoekigen driehoek. 

Mij zijn bekend twee werkjes, die uitsluitend handelen over het 
bedoelde onderwerp, het eene is het reeds vermelde boekje van 
Prof. Hoffmann, het andere is een zeer weinig bekend werkje van 
Jury Wipper (*). Het eerste bevat 35, het tweede 46 bewijzen. 

Wat die 35 betreft, moet dit getal eigenlijk een weinig vermin- 
derd worden; in de 4st* afd. nl. geeft Hoffmann 8 bewijzen; het 
eerste is het bewijs, bekend als dat van Euclides, (zie [ ,); de zeven 
andere verschillen alleen van het eerste, door dat de 3 kwadraten den 
driehoek niet vrijlaten, m. a. w. van een, twee of drie kwadraten maakt 
de driehoek een deel uit. Ik voor mij ken dat zevental niet den 
eeretitel van »nieuw bewijs” toe; dit neemt niet weg, dat ze als 
toepassing van het in de meeste leerboeken gegeven bewijs van 
Euclides uitstekená geschikt zijn. 

In de 2é° afdeeling geeft Hoffmann een vreeks van acht zuiver 
meetkunstige bewijzen.” Het eerste is, naar hij zegt, overgenomen 
uit Klügel, Mathematisches Wörterbuch Th. III S. 952 en 933 en 
ontleend aaneen handboek der Meetkunde van Henry Boad, Lon- 
den 1733. 

Door Klügel’s vertaling (1808) is het wellicht voor het eerst in 
Duitschland bekend geworden. 

Hoffmann heeft het »tenminste nimmer in eenig vroeger Duitsch , 
_ Latijnsch of Fransch handboek der Meetkunst gevonden. Evenwel 
wordt, in eenige later (in 1808) uitgekomene werken, melding 
van hetzelve gemaakt (+). Als tot mijn oogmerk dienende, wordt 
het hier met eenige geringe veranderingen medegedeeld,” 

_ Ik vond het derhalve gewenscht Klügel er op na te slaan en nu 
kwam ik tot het volgende zonderlinge resultaat : 


() 46 Beweise des Pythagoraïschen Lehrsatzes enz. enz. van Jury Wipper, 
uit het Russischin het Duitsch vertaald door F. Graap, 1880. Een woord van 
aanbeveling mag ik hier niet achterwege laten. De prijs is slechts één gulden. 

(f) Vergelijk blz. 103 en 104, 
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Het 9te Bewijs van Hoffmann is „n° t dat, wat in Klügel staat. 

Het 104 » ) E, ‚ dat hij als zelf gevonden, met 
eenige geringe veranderingen, opgeeft, vindt men in Klügel, 

De lezer oordeele: 


KLüGEL, enz. enz. (HENRy Boap) (*) 


Neem in een vierkant GD: 
GH KI DOE TDN 
en vorm den vierhoek HICA, die een vierkant 
is, want: 
HIK: @E 4 OID 2: A ACL LTA HAGS 
dus vierhoek HICA is een ruit en daar: 





ZCID —= ZIHK, 
ZIHK + „HIK — 90°; 
zoo is ook: ZCIH = 90°. 


Trek CF jj LG en AE || GK. dan is: 

vierkant GD = vierkant GB + rechthoek LB + vierkant BD + 
+ rechthoek KB. 

Iedere rechthoek is tweemaal zoo groot als een van het vierkant 
GD afgesneden driehoek. Neem van vierkant GD de 4 driehoeken 
weg, dan blijft het vierkant HICA over; neemt men de beide recht- 
hoeken weg, dan blijven de beide vierkanten GB en DB over. De 
som van deze twee is-dus gelijk aan het vierkant HICA. De beide 
eerste zijn nu de vierkanten op de rechthoekszijden van een driehoek, 
zooals ALC en het vierkant HICA is het vierkant op de hypothe- 
nusa AC. 


HoFFMANN enz. enz. (10de bewijs). 


De overeenkomst tusschen de figuur, die Hoffmann hier geeft 
en die van Klügel, is zoo groot, dat we dezelfde cliché kunnen 
gebruiken ; Hoffmann heeft andere letters en doordat hij CD kleiner 
neemt dan DI, is de lijn CF meer naar rechts verschoven: einde- 
lijk denke men zich BK weg, CD, DI, HG en GA gestippeld, de 
rest vol. 


(*) Nevensgaande figuur is niet precies die van Klügel; de lijn BK denke 
‘men zich weg; sommige, hier’ gestippeld, zijn dáár vol en omgekeerd en de 
letters zijn andes. 
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Hoffmann gaat uit van den AABC, be- 
schrijft de vierkanten CE en BG; trekt 
CI en AH loodrecht op AC, tot zij de lij- 
nen DE en het verlengde van GF snijden; 
de verdere voltooiing is duidelijk. 

Nu is KDLG een vierkant, want de 
hoeken zijn recht, en 
DE + EK = KF + FG. Verder is: 

AHKI 2 AIDC 2 ACLA 2 AAGH, 
en : rechthoek LB @ rechthoek KB, 
en ieder is het dubbel van een dier driehoeken. 

Neemt men nu het vierkant der hypothenusa of CH van het 
vierkant LK af, dan blijven er de 4 congruente driehoeken over. 
Trekt men echter van LK af de vierkanten BD en BG, dan blij- 
ven er de 2 rechthoeken of de 4 driehoeken over, derhalve is het 
theorema bewezen. 

HoFFMANN enz. enz. (9î* Bewijs). 

Zij ABC de driehoek; beschrijf 
de vierkanten op de zijden; verleng 
KL, Ea moet zij door ID Ke (zie 





Trek door D de lijn MPIAK, door 
E de lijn PS//KL, dan is MS een recht- 
hoek. 

Verder is: AKD 2 ADPE, 





dus: OK SDDP: 
Maar: DK = MA en DP — LS, 

dus: AM LS. 

alzoo : BMS ISM: 

derhalve: de rechthoek MS is een vierkant. 

_Op dezelfde wijze wordt bewezen dat DV een vierkant is. 

Daar: AAKD 2. AABC, 
zoo is: DK BC: 
dus: vierkant DV @ vierkant BH. 


() Hij zegt daar ongeveer: trek KD, dan is /DAK —= /CAB, ADAC, 
en AK — AB, dus AAKD 2 AABC, dus /DKA == 90e; dus KD is het 
verlengde van KL. | 


Verder is: ACSE 2 AABO, 
De Vriend der Wiskunde. II. 8 
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en: rechthoek MK 2 rechthoek VL, 
en ieder is het dubbel van een der driehoeken zooals MAD. 
… Neemt men nu het vierkant AE weg enz. enz. 


Vergelijkt men het bewijs van Henry Boad met dat van Baudet, 


dan ziet men, dat het eerste in het laatste overgaat, door hi. 
bij het eerste de lijnen CF en AE (fig. blz. 103) in een nieuw 
congruent vierkant te teekenen. 

Boad-Baudet, wanneer de heer Brinkgreve niet verzekerde (blz. 24), 

D» . …«« dit bewijs was bekend te Deventer en omstreken 
onder den naam van pbewijs van Baudet”. De bescheiden Baudet 
enz. enz.'’”’, 
‚dan zou de onderstelling niet gewaagd zijn, dat de naam Baudet 
voor dien van Boad in de plaats is gekomen, daar Baudet inder- 
tijd een naam was, bij het onderwijs zeer bekend. 

Hoeveel moeite ik ook gedaan heb, het boek van Boad heb ik 
niet meester kunnen worden. 


Bij mijne pogingen om in de meetkundige leerboeken van oude- 
ren datum het bewijs van Boad terug te vinden, had ik het ge- 
luk de twee volgende bewijzen vermeld te zien, waarvan de me- 
dedeeling mij met het oog op het bewijs van Baudet, voldoende 
gerechtvaardigd voorkomt. 

Het dunkt mij het eigenaardigst, de eerste in het oorspronkelijk 
hier mede te deelen : 

Dit is te vinden in de: 

» Gronden der Meetkunst enz. enz. door Arnoldus Bastiaan Strabbe, 

Mathematicus en Wijnroeijer te Amsterdam. 1798” (hs 


THEOREMA VI (w). 


In alle rechthoekige driehoeken (ABC): is het Quadraat, of Vier- 
kant, op de Hypothenusa (AC) beschreeven, gelijk aan beide de 
Vierkanten, die op de zijden (AB, BC) om den regten hoek be- 
schreeven zijn. 

Laat de zijden der vierkanten BG, BD verlengd worden, zoodat 
in K en L te saamen komen; neem in dezelve HK en ID ieder 
gelijk AG (of AB), en trek CI, IH en HA. 


(£) De figuur die Strabbe geeft is de fig. van blz. 103, maar 90° gedraaid; 
bovendien heeft zij andere letters. (w) Eucl. 47. 1. B. 
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Nadien ABE ‚en FBC regte (*), en gelijke 
lijnen zijn, zullen GK, LD, GL en KD 
alle onder malkanderen gelijk zijn; en om 
dat de hoeken G, L, D en K alle regt 
zijn, zal GLDK een Quadraat, of Vier- 
kant, zijn, en bijgevolg is ACIH ook een 
Vierkant. Indien nu van het OLK, de 
vier gelijke Driehoeken ALC CDI, IKH, HGA afgetrokken wor- 
den, zal’er het Vierkant AI overblijven, en als men van hetzelfde 
OLK, de twee gelijke Parallelogrammen LB, BK aftrekt, zullen 
‘er de beide Vierkanten BG, en BD overblijven. Nu zijn deeze 
Parallelogrammen LB, BK gelijk-aan de vier Driehoeken ALC, 
CDI, IKH, HGA, omdat het Parallelogram LB twee zulke Drie- 
hoeken uitmaakt; bijge- volg, is het DAI = OBG + OBD. 





Het is niet onmogelijk, dat Strabbe dit bewijs van Boad heeft 
overgenomen of het eenigzins gewijzigd heeft. In zijn voorrede 
toch zegt hij: 

>De bronnen, uit welke ik gestadig nieuwe bouwstoffen schepte, 
om mijn kunstgesticht (sic!) daar mede op te trekken, en,‚ zo 
veel mijn zwak vermogen toeliet, met luister te doen praalen, 
waren de schriften van beroemde Engelsche Geleerden enz. enz.’ 


Zooals reeds vroeger is gezegd, heb ik het boek van Boad niet 
in handen kunnen krijgen. In eender talrijke werken, die ik heb 
nageslagen, had ik het geluk, het volledige bewijs van Baudet 
(Boad?) terug te vinden. 

Ik heb voor mij liggen: »Elemens de Géométrie, par Em. De- 
veley, etc. etc. Paris 1812”, waarin ik 5 verschillende bewijzen 
voor het theorema vermeld vind, die, zooals hij opmerkt, op 5 
verschillende plaatsen in het boek geplaatst hadden kunnen worden. 

>Het laatste bijv. had men kunnen geven na de congruentie 
van driehoeken of na de regelmatige veelhoeken, omdat het vier- 
kant hiertoe behoort. Hadden wij die 5 bewijzen dus over het 
geheele boek verdeeld, dan zouden we verscheidene keeren hetzelfde 
theorema terug gekregen hebben.” 


(*) De verwijzing naar axioma’s en stellingen zullen we aehterwege laten 
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Ik heb dan ook de ondervinding, dat het in de 4ste kl. van het 
gymnasium best begrepen wordt. 

Dit bewijs nu, te vinden op blz. 159 van het aangehaalde werk 
is het bewijs van Baudet, met dit geringe verschil, dat Develey 
van den driehoek en niet van een vierkant uitgaat. Hij zegt dan : 


teekene men de vierkanten AL en CI op de 
rechthoekszijden AC en BC; men verlenge 
HA en IB tot in E en evenzoo HL en IK tot 
in D; trekt men nu LK, dan heeft men een 
groot vierkant DE, dat bestaat uit de twee 
kwadraten AL en CI, en vier congruente drie- 
hoeken, waarvan de oorspronkelijke driehoek 
er een is. Dit is gemakkelijk in te zien. 

Nu dit vaststaat, construeere men het vier- 
kant SO congruent met het vierkant DE en 
na MN, OP, QR, ST ieder gelijk genomen 
te hebben aan AC, trekt men NPRT; het 
is duidelijk, dat de vier driehoeken van deze figuur onderling 
congruent en congruent met die van de eerste figuur zullen wezen. 





Verder is: v + x = 90° want LS is recht, 
en: vrek ls 

dus : Vhs 

Maar : vt ytz= 1800, 

dus: Ee et 


Hetzelfde kan men aantoonen van de andere hoeken des vier- 
hoeks NB. Daar nu de hypothenusa's TN, NP, PR, RT aan 


elkander en aan de hypothenusa AB gelijk zijn, zoo is NR het 


vierkant op die hypothenusa. 

Neemt men nu van het groote vierkant SO de vier driehoeken 
weg, dan blijft het kwadraat op de hypothenusa over; en indien 
men van het groote vierkant DE, dat congruent is met SO, ook 
de vier driehoeken wegneemt, die het bevat en die congruent zijn 


met de vier andere, dan blijven de twee kwadraten op de recht- 


hoekszijden. over. 
Derhalve het kwadraat op de hypothenusa is gelijk aan de som 
der kwadraten op de rechthoekszijden”” 


»»Zij AABC de rechthoekige driehoek, dan - 





nde re hbe enne Me mn en in a nd nn 
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Hoewel Multatuli van zijn bewijs (Idé 529) zegt: peenvoudiger 
kan het niet, dunkt me’’, zal het ieder, die Multatuli's figuur vol- 
ledig gaat construeeren en er alles bij bewijst, wat bewezen moet 
worden, en het dan vergelijkt met dat van Boad, duidelijk zijn, 
dat dit laatste het in eenvoudigheid wint. 

Naar aanleiding van Multatuli's opmerking : 

»Wie beweren mocht dat het reeds vroeger was gevonden, zou 
me verplichten met de opgave waar ’t gepubliceerd is’’, het volgende : 

Houdt men de twee kwadraten van Develey voor een spiegel of 
beziet men ze bij doorgaand licht, dan is slechts eene kleine ver- 
schuiving van het eene vierkant noodig om volkomen dezelfde figuur 
als die van Multatuli te verkrijgen; laat slechts RST samen- 
vallen met AABC en men heeft Multatuli's figuur! 

Hieruit blijkt overtuigend de groote gelijkenis van beide bewijzen. 

In het wiskundig Belgisch tijdschrift Mathesis, 2° deel blz, 150 
wordt ook het bewijs van Multatuli besproken. De Heer Schoon- 
jans noemt het bewijs van Multatuli »la démonstration hindoue” 
en gebruikt de figuur van bladz. 80. 

Hij geeft Muitatuli’s bewijs aldus: 
»Neemt men van de geheele figuur 
AHUFE de, vier driehoeken ABC, 
BHG, GFD, DEC weg, dan blijft 
BC? over; neemt men daarentegen 
de driehoeken EDC, CED, DFG, 
DFG weg, dan blijft er over 
AOR GA AGZ TE ABAS 

Naar aanleiding hiervan merkt 
de Heer Saurel op, dat dit Hin- 
doesche bewijs, bijna onder den 





volgenden vorm voorkomt bij d’Alembert (Amusements de géométrie, 
1760): »De figuur EDGHAE is gelijk aan a? + 3 driehoeken 
congruent met BCA, of aan b? + ec? +- 3 driehoeken congruent 
met BCA. Dus: Osu NG 

De Heer Gillet deelt in vMathesis'’ mede, dat Young (Elements 
of geometrs, 1827, Book II) dezelfde redeneering volgt voor figuur 
BCEDFGHB. Terwijl Rouché'et de Comberousse vermelden, dat 
het nog eenvoudiger is de figuur ACDGHBA te beschouwen en 
te zeggen, dat: 
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_ 


a: + GBH-+ CAB = b2 +-:e2 + DGE’ J-_ DOE’ 
en dat de 4 driehoeken congruent zijn. 
Zeer terecht zegt de onbekende schrijver in » Mathesis” : »Al deze 


bewijzen zijn in den grond der zaak dezelfde en veel eenvoudiger 


dan het fraaie bewijs van Euclides” (Zie blz. 77 bewijs II in het 
stuk van den Heer Van Breen). 

Ten slotte wordt medegedeeld, op welke wijze de Heer De Saint 
Venant het Euclidische bewijs met het Hindoesche vereenigt. 

We kunnen daarvoor de figuur van blz. 88 gebruiken; de letters 
bij »Mathesis”’ zijn alleen anders. 

De Saint Venant zegt dan: 

v»Zij ABC de gegeven driehoek; con- 
strueer naar buiten de vierkanten AE, AG 
en naar binnen het vierkant BH. Het is 
duidelijk, dat H op FG, dat Il op ED 
moet vallen en dat het snijpunt L van 
GF en ED op de verlengde hoogtelijn 
AK van AABC liggen moet. Nu is: 

CBELGCG: =nBO3i- CG Hest, HLL a TES 
CBELGC = AC? + AB? + AFL + ALD + ABO; 

dus: BG SS ACT IADS 
wat niets anders dan het Hindoesche bewijs is. 

‘Maar men kan ook zeggen: AC? = CALH = CKMH, 
en: ABK BIME 
dus: AB? + AC2 —= BO2, 
wat op den vorm na, het bewijs van Euclides is”’” 





Voor hen, die nog meer literatuur over dit onderwerp mochten 
verlangen, mogen behalve de opgenoemde nog de volgende werken 
dienen, die echter zeer zeldzaam zijn: 

Müller: Systematische Zusammenstellung der wichtigsten bisher 
bekannten Beweise des Pythagoraïschen Lehrzatzes (N ürnberg 1819). 

Een academisch proefschrift van Scherz en Stöber. (Straats- 
burg 1743). 

Een idem idem van Lange en Jetze. (Halle 1752). 

Waarom die 2 dissertaties door 4 personen geschreven zijn, is mij 
niet duidelijk, 


Leiden, December 1886. Dr. J. G. VAN DEVENTER. 





OPLOSSINGEN 


der opgaven 141—160. 


141. Theorema van BRAHMEGUPTA, In elken ingeschreven vierhoek, 
waarvan de diagonalen elkaar loodrecht snijden, gaat de lood- 
lijn, door het snijpunt der diagonalen op een der zijden ge- 
trokken, door het midden der overstaande zijde. (CHASLES, 
Apergu historique, 2° ed. p. 435). 

(Verg. ex. Harderwijk, 1886.) 


OSP LO Sul NG: 


Onderstelling. ABCD is een ingeschre- 
Mi ven vierhoek, waarin de diagonalen elkaar 
Min O loodrecht snijden. Door O is de 
B rechte lijn 

QOP L CD getrokken. 

Gestelde. is het midden van AB. 

Bewijs. ZACD is het complement van 
ZCOP 

ZCOP = ZAOQ 

dus ZACD == ZBO0. 


Maar _/ACD — ZABD (= —- be AD) 





dus ZBOQ == ZABD 

ABOQ heeft nu 2 gelijke //, is dus gelijkbeenig 

en bijgevolg is BOOD 4 sve tene) 
In AAOQ is /BAO het complement van /ABO 

dus is ZBAO = AOQ 

derhalve is AAOQ gelijkbeenig en AQ = QO . . . » . (8) 


Uit (1) en (2) volgt nu AQ = BQ. 
Hetgeen bewezen moest worden. 
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TWEEDE OPLOSSING. 


De rechth. ACOD wordt door OP in 2 rechth. AA verdeeld. 
Uit ADOP « ACCP volgt /DOP —= /OCD 


ook is ZBOQ = ZDOP (overst. //) 

en ZOCD = ZABD Er bg AD) 

dus is ABQO gelijkbeenig 

derhalve BO 00 EN NK ts tet 


Verder is /PDO —= ZPOC (ADOP «@ ACOP) 
ZPDO = /QAO (= ls bg BO) 


ZPOC = Z/QOA (overst. //) 
derhalve ZADAO rn GOA: 
dus is AAQO gelijkbeenig 
derhalve AQ =O Mn vaji Aa ER 
Uit (1) en (2) volgt nu AQ —= BQ. 
Hetgeen bewezen moest worden. 


142. In elk trapezium is de lijn, die de middens der diagonalen 
verenigt, evenwijdig aan de evenwijdige zijden en gelijk aan 
het halve verschil dier zijden. 

(Verg. ex. Rotterdam, 1886.) 


OPLOSSING. 


Zij ABCD een trapezium, waarin EF 
B de middens der diagonalen vereenigt. 

Trek DG // BC en vereenig C met G. 

BODG is dan een parallelogram, waarin 
BD en CG de diagonalen zijn en elkaar 
dus in F middendoor deelen. 

In AACG is nu 

AE = CE en GF = CF 

dus AE: GE == GE 20F 
of EF // AB. . 

Verder is CE : CA =EF : AG = 41:92 


Kaf EE =S AG 
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Maar AG = AB — BG = AB —CD 
dus EF — —- (AB — CD) 


Hetgeen bewezen moest worden. E. Nabring. 


ROWE SE ED EV O-P: DOS SHEN! 67 


Zij ABCD een trapezium en EF de lijn, die de middens der 
diagonalen vereenigt. Trek nu door F de lijn CG, dan is 
ABGF 2 ACDF 


dus GF —= CF 

maar ook AE = CE 
# 

dus EF // AB |} CD 


EEE Ee RCS En (AB — BG) ne (AB — CD) 


daaruit de congruentie der AABGF en CDF volgt BG —= CD. 


DER: DB: OSP 1r00S,S ING. 


Zij N het snijpunt der diagonalen. 


Men heeft dus: AABN « ACDN 
dus AN : CN = BN : DN 
(AN + CN) : (BN + DN) = AN : BN 
AC =BD —= ÂN : BN 
| AE: BE == ANG: BN 
derhalve EF // AB. 


Verder volgt uit dezelfde gelijkvormige driehoeken : 
ANG: ONtes, AB, CD 
(AN — CN) : (AB — CD) = AN : AB = EN : EF 


2 EN : (AB — CD) = EN : EF 
derhalve AB — CD = 2 EF 
EF — en (AB — CD). 


W. van der Gaaf; W. F. K. 


143. Uit een punt C van een cirkelomtrek laat men eene loodlijn CD 
neer op de middellijn AB, waardoor deze in de uiterste en 
middelste reden verdeeld wordt. Bereken de lengte der raak- 
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lijn, die in C aan den cirkel getrokken wordt en het ver- 
lengde der middellijn in G ontmoet, als de middellijn = a is 
(Hoofd«-act. ex. Groningen, 1886.) Alma. 


ORM OND TS PLEN GE 


Zij AD het grootste en BD het 
kleinste stuk der in uiterste en 
middelste reden verdeelde middel- 
lijn AB, dan is: 


AD =Za(V5—1), 





BD =S (8—V5) 
en CD=WAD.BD 
1 RE 
== WWENDE- VDV) 
MD —AD—AM= La V5— a= 32) 
Nu is AMCD «@ AMOG 
dus MD : MC =CD : CG 
ft en FA NIN EEEN 
of VID TU VS) : CG 
of V5—2):1=a/ W5— 2): CG 
ge WVE an 
W5—2 


144. Bewijs, dat een driehoek scherphoekig is, als de lijn, die 
het midden van de grootste zijde met het overstaande hoek- 
punt verbindt, grooter is dan de helft van die zijde. 

(Verg. ex. Neede, 1886.) 


OsPRLi0OS 15 1 NAG 


Onderstelling. In AABC is BC 
de grootste zijde, M het midden 


van BC, AM ) En BC. 
Gestelde. ABC is scherphoekig. 
Bewijs. Omdat AM ne BC 
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is, zal de cirkel, uit M met MA als straal beschreven, het ver- 
lengde van MB en MC respectievelijk in D en E snijden. AD en 
AE liggen dus buiten ABAC. 

In den rechthoekigen ADAE is nu /DAB + Z/BAC + ZCAE 
== 90°, dus zijn /DAB, /BAC en /CAE scherp. Evenzoo zijn 
ZADB en ZAEC scherp, In AADB is dus /ABD stomp, en in 
AACE is ZACE stomp, derhalve zijn ZABM en /ACM beide 
scherp. Van AABC zijn nu de hoeken scherp, dus is hij scherp- 
hoekig. 


Bee He Det 0 PoE OrbeBebN.G: 


Zij in AABC BC de grootste zijde, CM — BM en AM > 5-80 


Neemt men nu MF — BM — CM dan valt F binnen den drie- 
hoek, en dus ook de lijnen BF en CF. Hoek BFC is dan = 90°, 
daar hij in een halven cirkel staat en volgens een bekende eigen- 
schap der driehoeken is ook ZBFC > ZA, dus /A scherp. Daar 
verder ZA, als staande over de grootste zijde BC, de grootste 
hoek is, zijn de andere hoeken B en C ook scherp. 

Wake 


Debt: eme Pe TROCS SN, 


In AABM is AM ) BM dus ABM ) /BAM., 

In AACM is AM ) CM dus ZACM ) /CAM 
derh. ZABM + ZACM > ZBAM + ZCAM of ) /BAC 
derh. is ZBAC { 90°, d. i. scherp. 

Omdat BC de grootste zijde is, is /BAC de grootste hoek. Nu 
ZBAC scherp is, zijn de twee andere hoeken ook scherp, zoodat 
AABC scherphoekig is. 

(Van alle inzenders op 2 na). 


145. Binnen een regelmatig achtvlak ligt een cylinder zoodanig, 
dat de omtrekken van grond- en bovenvlak de zijvlakken van 
den octaëder raken in hun zwaartepunten. Als de ribbe van 
het achtvlak a is, hoe groot is dan de inhoud van den cy- 
linder ? | 

(J. Versluys, Stereometrie, n°. 222.) Alph, F. Ockerse. 
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OPLOSSING, 


AB =a; AC = 2A0=a/2; AO = 5 ave 
2 





D — zwaartepunt zijvlak, AD = dt AE. 
AAOE ” AAND 
dus AE:AD=0E:ND 
SE Vm ND 
DN E = 2 3 Ln LAN 
3 9 9 3 
Ook is AAOE « AEDI 
derhalve AR: DE —= AO :DI 
3: A= A0DI 
1 4 4 4 
DEZE AO ere EEEN Ym 3. 
3 an ae 
Straal grondvl. cyl R=ND= 5e 
hoogte cyl. =H = DI == NO =2. Ee Le df av? 
Inhoud cyl. == R2H =r. (5 «). za? EEn V2. 


Alph. F. En se, 


146. Construeer een driehoek, waarvan de 9 zwaartelijnen gege- 
ven zijn. 
(J. Versluijs, Metk. opl. mtk. Vrgstk., $ 25, n°. 9.) 
2 P.-D.; Alph. F. Ockerse. 


Or Le ES an Le IN A 


Wil men een driehoek construee- 
ren, waarvan de 3 zwaartelijnen ge- 
geven zijn, dan is dät vrij gemak- 
kelijk, wanneer men weet, dat die 
drie lijnen door 1 punt gaan en el- 
De kaar verdeelen in stukken, die zich 
verhouden als 1 : 2. Zonder de kennis van deze eigenschappen 





zou het vraagstuk heel moeielijk zijn, en waarschijnlijk zou men 
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geen oplossing vinden, voor dat die Y eigenschappen waren opge- 
spoord. £(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst., ge dr. $ 100)” 

Verlengen we eene der zwaartelijnen, b.v. CF, met een stuk 
FI — ZF, en vereenigen we I met Aen B, dan is AIBZ een pa- 
rallelogram , omdat het een vierhoek is, waarin de diagonalen el- 
kaar middendoor deelen. Nu is 

BAD Bj Bh enk CF 
3 3 3 
(Zie: Van Breen, Merkw. punten en lijnen, bl. 13) zoodat het pa- 
rallelogram AIBZ te construeeren is. 

De diagonaal AB is één der zijden van den gevraagden . Ver- 
lengen we IZ met een stuk ZC —= 1Z, en vereenigen C met A en 
B, dan is AABC de gevraagde. 

De constructie is mogelijk, als men met de 3 gegeven zwaarte- 


hi 2 
lijnen een Â kan construeeren, want, dan kan men ook IGE 


van elk dier lijnen een AAZI en daarna een parallelogram AIBZ 
construeeren. Omdat men met 3 lijnen maar 1 Z kan constru- 
eeren, vindt men ook maar 1 Â bij 3 gegeven zwaartelijnen. 

C. L. van Reusel. 


TaWwek EeDrbO Pab OSS ING. 


Zij AABC de gevraagde A. Trek BĲ/AD tot zij het verlengde 
van CF in I ontmoet. Dan is ACDF « ACBI 


dus OZC OD UBE 407212 
ook is CEM MAR ES TRED 
dus CZ : CI = CE : CA. 


Vereenig I met A, dan is in ACAI de basis AIJ/ZE e en vierhoek 
AIBZ een parallelogram. De constructie is nu verder als boven. 


DERDE OPLOSSING. 


Zij AABC de gevraagde en Z het Re (snijpunt der 3 


zwaartelijnen). 

Omdat BZ = Ee BE, AZ = 2 AD en FZ = Zr, kent 
men van AABZ 2 zijden AZ en BZ en de zwaartelijn FZ tusschen 
die 2 zijden. AABZ is nu te construeeren. 

Verleng ZF met een stuk FI —= FZ en vereenig B met Ï, dan 
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is ABFI@ AAZF, dus BI —= AZ eeen AD , zoodat van ABZI 


de 3 zijden BL — —- BE, Ee 0 en Een AD 
bekend zijn en dus te construeeren is. Hierdoor wordt daarin de 
zwaartelijn BF — en AB, dus ook AB bekend. De constructie 
<s nu verder als boven. 


Vel MGeRID HO PALOSS SSN 


Zij AABC de gevraagde. Trek DH // CF, dan is in ABCZ 
GZ DE =S BO RBD EBA BH ine 10: 


2 


Nu is CZ — — OF, dus DH — — OF, DZ = k 


Da 
en HZ —= 5 BE, zoodat ADZH te construeeren is. Verleng 


AD 


HZ aan beide einden, zóó dat BH —= ZE —= HZ — 5 BE, ver 


leng DZ met een stuk ZA —= 2DZ —= 5 AD, vereenig A met B 


en trek uit A door E en uit B door D rechte lijnen, die elkaar 
in C snijden, dan is AABC geconstrueerd. Tren 


VAT EDE OD AO CES SENT 


Trekken we door de hoekpunten van den A lijnen // aan de 
zwaartelijnen, dan ontstaat er een nieuwe À, waarvan de zijden 
tweemaal zoolang zijn als de zwaartelijnen, waaraan ze // loopen. 
Die nieuwe hoek is dus te construeeren. Verdeelen we daarvan 
de zijden in 3 gelijke deelen en vereenigen we 3 niet opeenvolgende 
deelpunten, dan ontstaat de gevraagde A. (De lezer teekene de 
figuur en levere het bewijs.) H. Siersma; 2PD, 


ZES RD AEO IPAL O0 SES RLEN GE 


Noemen we de zijden van den gevraagden A a,b en c en de 
3 zwaartelijnen naar die zijden z, y en x, dan hebben we 


mbh ga 


de 


1 1 
2 c2 2 eh 
y Fr B 





dus 


of 


en 











z? hart, EP 4 
9 9 4 
D 5 Es 
2 NN ad 
ON) Ä p 7 
3 3 3 3 
et sgt erdee At binen eel CÀ 
DTe 8 7 
g 
Tyre 
uitz 1 2 
EN zn — A(2y? 5 222 — 42) 
9 En g 


DNO Rr 
a 2 Zi Send 

z Wyt 

OA 
Hr W 22+ 2? — y? 


2 ae 
Ü= a Wa? + Wy? — 2? 


Men kan nu a, b en c construeeren en daarna den gevraagden À. 


W. A. W. Moll; B. Rosier. 


4147. Van een driehoek zijn gegeven twee hoeken en de som der 





hoogtelijn en der mediaan uit het hoekpunt van den derden 
hoek naar de overstaande zijde getrokken. 
Construeer dien driehoek. 


OPLOSSING. 


Analyse. Door de gegeven //A en 
B is de gedaante van den À bekend, 
BEN d. i. iedere willekeurige À, die A en B 
EN tot // heeft, is a met AABC. Con- 
strueert men nu zoo’n w en de som 
van zijn hoogtelijn en zwaartelijn uit het 
derde hoekpunt, dan moet deze som 
zich tot de gegevene verhouden als een 
willekeurige zijde van den vw . Â tot 
de overeenkomstige in den gevraagden 
AABC. 

Men kan dus een willekeurige zijde 
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van AABC als vierde meetkundig evenredige tot 3 bekende rechte 
lijnen construeeren en dan met deze zijde en de gegeven // den 
gevraagden.  construeeren. 

Constructie. Teeken een AA/B'C, waarin ZA’ —= ZA em 
ZB’ = ZB. Trek de hoogtelijn CD’ en de zwaartelijn CE’. 

Verleng CD’ met CE/ dan is CF —= CD’ + CE/ de som van 
zwaartelijn en hoogtelijn uit C in den hulp AA/B/C. 

Neem op CF of haar verlengde een stuk CG — de gegeven 
som van hoogte en zwaartelijn van den gevraagden À. 

Trek A/F en GA//FA’, alsmede AB//A/B', dan is AABC de ge- 
vraagde. 

Bewijs. Z/CAB == ZCA/'B/, omdat AB volgens constructie //A/B' 
Re, dus ZCAB == VA, 

Evenzoo is /CBA == ZB. 

De verlengde lijnen CD’ en CE’ ontmoeten AB in D en E,‚ zoo- 
dat CD L AB de hoogte van AABC is, terwijl CE de zwaartelijn 
zijn moet. 

Nu is CO: Cs 0E OR CASE NEA 
dus ook (CD + GE) : (CD’ + CE/) = CA : CAM/ = CG : CF en 
omdat volgens constructie CD’ + CE/=CF is, moet CG == de Ben 
geven som zijn, derhalve 

(CD + CE) : CF — gegeven som : CF 
dus CD + CE —= gegeven som. 

Hetgeen bewezen moest worden. 

Opmerking. Door de gegevens is de gezochte Â steeds te con= 
strueeren, terwijl er maar 1 Z aan de vraag voldoen kan. 


T:WSE ED B 20 PLO SS aTeNats 


Zij AABC een driehoek, die aan 
de vraag voldoet, zoodat ZA en ZB 
gelijk zijn aan twee gegeven hoeken 
en CD + CE = p als AD == BD 
en CE L AB is. 

Door FG//BC te trekken, verkrijgt 
men een anderen driehoek AFG, die 
wel dezelfde hoeken heeft, maar niet aan de andere voorwaarde 





SAGE An nn 8 
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voldoet. Trekt men hierin ook de zwaartelijn GH en de hoogtelijn 
GK dan is 


AG : AC = AF :.AB 
EN 
AGss AOs== AH: AD 
dus GH//CD 
hieruit volgt: AGHF @ ACDE 


GH ODS GK 7:;CE 
(GH + GK) : (CD + CE) = GK : CE = AF : AB 
(GH GK) : p == ARAB 
zoodat AB de 4° evenredige is tot GH + GK, p en AF. 

Dit leidt tot de volgende constructie. 

Construeer een driehoek AFG, waarvan 2 hoeken A en F gelijk 
zijn aan de gegevene, en trek daarin de zwaartelijn GH en de 
hoogtelijn GK. Construeer verder een 4° evenredige AB tot 
GH + GK, pen AF, verleng AG en trek BO//FG dan zal AABCG 
aan de vraag voldoen. 

Opmerking. De constructie is altijd mogelijk mits de som der 


beide gegeven hoeken kleiner zij dan 4180°. 


148. Als eene macht van 1000, verminderd met {, door 37 deel- 
baar is, dan is de opvolgende macht van 1000, verminderd 
met fÎ , ook door 37 deelbaar 

Bewijs dit. B.G: 


CPI OES AO LEN „Ct: 


Bewijs à la BERNOUILLI. 


Als 1000” — 1 = 37-voud is, 
dan is ook 10007 * ft — 1000 = 37-voud 
maar 999 —= 37-voud 
ee opt; 
dus ook 10007 + * — 4 —= 37-voud. H.P. G. 
(Zie over het bewijzen à la Bernouilli: Wisselink , Grepen uit de Rek.) 


(Red) 
NVE er B es Oad Ovis ear KEN: Ge 


1000” +1 — 1 == 10007 +1 — 4**1, Het verschil van twee 
gelijknamige machten van twee getallen is deelbaar door het ver- 
De Vriend der Wiskunde, II, 9 
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schil dier getallen. 10007 + — 4” +1 js dus deelbaar door 
1000 — 1 of door 999 en daar 999 gelijk is aan 27 X 37 is 
het getal ook door 37 deelbaar. J. G. Scheffer. 


149. Een getal bestaat uit 5 cijfers, zoo dat de cijfers van voren 


naar achteren dezelfde zijn als omgekeerd. Het middelste — 
cijfer is 6. Door 13 gedeeld is de rest 7. Wat kan het ge- 


tal zijn. (Verg. ex. Rotterdam, (?)). B. 
OSP: LOSS: Ie Na 0% 


1001 is deelbaar door 13. 

aboab is als veelvoud van 1004 ook deelbaar door 13. 

Zij het getal ab6ba | 

dan is ab6ba — 7 = 13p 

maar — aboab 13v 

600 = 9 (b— a) — 7 — 13v. 

Een getal van 2 cijfers, verminderd met een getal met dezelfde 
cijfers in omgekeerde volgorde, laat tot verschil zooveel maal 9 als 
het verschil der cijfers bedraagt. 

600 is een 13-voud + 2. Dus moet Wb — 4) — 5 een 
13-voud zijn. Dit heeft alleen plaats, als b — a — 2 is. Het 
getal kan derhalve zijn 13631, 24642, 35653, 46664, 57675 , 


68686, 79697. Ee 


| 


150. Te bewijzen, dat van elke meetkundige evenredigheid de som $ 


van den kleinsten en grootsten term grooter is, dan die der 


twee andere. 
(Verg. ex. Kralingen.) B. 


O FPeL OS ST NAG. 


Stellen we in defevenredigheid a : an — b : bn ab en ni’ 


— b 
dan is an de grootsteen b de kleinste term, zoodat a — bs 


n 
dus ook an — bn ja — b 

of | B rsans) artebn: 

Is n{1, dan is a de grootste en bn de kleinste term, zoodat 
a — b 
vt ) es D 
nen 
dus ook a— bj an — bn 


of atd bn hb an B. 


€ 
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151. Leid uit de vergelijking 
xs — 83 L 152? 4 8 — 16 —= 0 
eene andere af, waarvan de wortels 4 kleiner zijn, en los de 


aldus verkregen vergelijking op. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886). Alph. F. Ockerse. 


OFsL OS, SIEN G 


Stelt men x — z + 4 en substitueert men deze waarde in de 
gegeven vergelijking, zoo zal de nieuwe vergelijking in 7 de ge- 
vraagde zijn. 

zt — 823 +154? + 8x — 16 =0 wordt dan 
(et 42 — 8(z + 43 H 15(z + 4)? + B(2 +4) —16 —=0 
en na herleiding za + 823 J- 1522 =0 
ale San Des 0 
zien zij Sz 450 


dus 0 Fz 
en Z=0;" zj 5, zj 3. 
De wortels der nieuwe vergelijking zijn dus: O, 0, — 5, —3 


en die der oorspronkelijke: 4, 4, — 1, + 4. 


(*) Als eene vergelijking gelijke wortels heeft, moeten die alle vermeld 
worden. Dit verzuimden enkelen. 


152. Herleid 


„2 1 3 1 —8 1 2 
| S/ab 2 4 alt 5 1e a b 
Ú EEE Ant RK 
15 
c c ens 


H. Siersma. 


oja 





OPE NG: 


p Dh fe 
Volgens de eigenschap: We et We die ook doorgaat 


voor gebroken en negatieve exponenten, is 


dn BENE 1 
3/ ab12 a-3 b-4 Ket KEZ 
En == == U Ek b- An » enz. 
Cc cê 
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Daarom 


1 b 
SE Moure AN 
oee -3 b 4 BETEN bi? 8 xee | 


En | Ed 4 
—a-1f pt Ce Xa? bct NN TAN dl 


1 4 
—=—_brfertg Vn Han 
ct 


a 
& 
| 
velen 
S 
vj 


zaet Me We 
bok cu re be c2 
H. Siersma. 
153. Bepaal de limiet van 
3 3 3 3 3 
nT eed EEn 
Arg Ont AA 13 n15 15 vak 


(Acte ex. Wisk., Oct. 1880, Zwolle.) V. P. 


OSP, LOSSEN GG; 


Noem de som der reeks S dan is: 


3 Ee 3 5 8 
A EENES ik mn in ENZ é 
ECMT REVERE or | 

de SDA 1 1 


FTD HE 


== (- ma) à on (5 — arr) 
Tr (a me) + 


mr rr) gen zz) | 


Kn 





2 1 1 1 1 1 
3 7 1 nn 742 744 Je 744 
1 1 
AE 
1 1 d 1 


DTF TN AES 
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In het tweede lid vallen nu alle termen tegen elkaar weg behalve 
__ de eerste en de laatste term, zoodat wij vinden 





Pedbk ze Î 
Den 7 nn 
_ Voor „ == eo wordt Ì nul 
7 + 2n 
2 4 ek 
dus ETT Yv. P. 


154, Los © op uit: 


(aat +12 +9) TP 3602 j Bt j He j 27. 
(Eindex. Gymn. Leiden, (B), 1886.) 


O-P‚L:0 SS IN G. 


Schrijft men de vergelijking aldus: 


[ast 3e" |= +3) 
of (pt I) te (2 4-3)° 
dus _ (ár + 6) log (2 + 3) =3 log (2e + 3) 


Na deeling door log (2 + 3) splitst zich deze vergelijking in 
de twee volgende: 4w + 6 —3 en log (2 + 3)= 0 


of =d Roe Wor ze 


455. Herleid tot de eenvoudigste gedaante 


Lee le 


(Verg. Toel.ex. Artilleriecursus, Delft, 1885.) 


OPLOSSING. 

he heer 

Vis l- Viet 

| (52 SVV VL 
H. de Groot, 
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4156. rek den derdemachtswortel uit 
314987206464. 
(Ex. Adelborst, Algebra, 1886.) 


OBD SIS AEN SG, 





188 108 314987206464 =—= 6804 

8 1504 216 
196 12304 98987 

8 1568 98432 
20404 1387200 9555206464 

81616 5505206464 Ì 
38801616 EET A H. de Groot. 
157. Los op: 


xs y= Ienrvty=8. 
(Eindex. Gymn. Arnhem.) 
OPLOSSING. 
Deel de eerste vergelijking door de tweede, dan krijgt men 
ry tyt=d. 


Volgens de tweede verg. heeft men y = 3 — z. 
Stelt men deze waarde voor y in de voorgaande verg., dan 
krijgt men zi HE 40; 


Hieruit volgt z = 1 of # — 92, Wij hebben dus de twee stel- 
len 2 = 1, y= Bed 2, ys 4. 


(J. Versluijs, Lrb. d. Alg. II (1885), 8 223) Anth. Geert- 
sema Beckering. 


TWEEDE OPL:/OSSING 
23ty=(tty)(e? ry y)=3X3. 
alty yt=3enrty=3. 

zideytyt=9 


| 
| 
| 
Î 
| 
| 


Sy 0 

Ty = Ì 
Ey, 9 
A Af mine & 
EWE 1 | 
BVE dd | 
ati HEE A8 
7 2 of 1 4 


dus z=2,y=ijz=i,y=2 J. F. S. 


ak 


Cr 
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DERDE OPLOSSING. 


z3ty=Odenrty=3, duss =3—y 


dan is z3 = 27 — Uy + 92 — ys 

of ze dys 27 — Ty + 99? m9 

dus Oy — Uy +18 =0 
yr Buts 
y=2ofd 


dus r—=iof 2 


158. Zeker getal bestaat uit de cijfers: a, b, cen d; een ander 

“getal uit de cijfers: d, c, ben a. Van de getallen is ger 

geven, dat hun verschil 6174 bedraagt; van de cijfers, dat 

zij de termen eener rekenkundige reeks uitrnaken, welker 

som 24 is. Welke getallen worden hedoeld? 
(Literarisch Math. ex. 1886.) 


OPLOSSING. 


Noemt men het verschil van twee opeenvolgende cijfers v, dan 
is a=a, b=ad», e=at?2Ww, d=at 3, 
en heeft men dus 


|1000(a + 30) +100(a + 20) + 10(a-t0) + al 


ER | 1000a + 100(a +») +40(a +2) + (a+ so) | — 6174 


of 3000v + 100v — 10v — Iv —= 3087v —= 6174 
en — vg, 


Verder is nog: ge X4 (2a + 30) = 24 


Da Iv: se 12 
dus 3 
en b=b,e=ljd=9, 
zoodat de getallen zijn 3579 en 9753. W.F. K. 


TW OEROERD TE Or Par SnleN: G. 


De cijfers vormen eene rekenkundige reeks, waarvan de som 24 
js, dus a + 'd — 12 enb + ec = 12. 
Telt men de getallen abed en debasamen, dan krijgt men (a + d) 
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duizend (b + c) honderd (c + b) tienen en (d + a), of 12 dui- 
zend 12 honderd 12 tienen en 12, d. i. 13332. 
De som der getallen is dus 13332 


Hun verschil 6174 
| afgetr. 
2 X ’t kleinste 7178 
’t kleinste 3579 
’t grootste 9753 H. de Groot. 


DeaoR DE 0 PeLEO STEN 


Opmerking. Dit vraagstuk kan opgelost worden door dat ge- 
geven is, dat de cijfers eene rekenkundige reeks vormen, waarvan 
de som 24 is. Zero. 

Gewijzigde Opgave. Van een getal van 4 cijfers vormen de 
cijfers eene rekenkundige reeks, waarvan de som 24 is. Welk is 
dat getal ? Zero. 


Stel ’t eerste cijfer — x, ’t tweede cijfer = # + y,’t derde —z + 2, 
’t‘vierde —= xv + 3y, dan is dus 


4e + 6y = 24 
2r Zy =12 
Hieruit volgt dat y even is, dus 2, 4 enz. 
Maar daar zt 3y (10 is, 
moet 3y{ 9 zijn 
Óf, y{3. 
Dus Wii 1 of 0 
DEED 
en Td den of 6 
2 
waarvan alleen 7 = 3 en y —= 2 voldoen. 
't Getal is dus 3579. 
" ’tGetal 9753 voldoet natuurlijk ook. Zero. 


159. De waarden van xv; y en z te bepalen, die gelijktijdig vol- 
doen aan de vergelijkingen : 
ze — MW? — 23 — 5 — WZ —3=0, 
yv 3—r—=0, 
yV3 1 Ae 2d AV 6 = 0. 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1886.) 





425 
OPLOSSING, 
Wet r=0 YV3 +422 Ha V6=0 
V 








NA 
yW6H3z—r/3=0 y/6+8z 4e v3=0 
yW6H3z—4r3=0 aft. 
5z +54 hd —= 0 
A EMS, 


Substitueeren we deze waarde van z in de verg. 
z2— Wz — br —W3—3= 0 
dan verkrijgen we z?—2r — W3—3=0 
waaruit z=itV(4H2W3) == (1 +V3) 





dus mu=2tV3enzj=— 3 
en ue uV3=-— WI 3enzj= m3 
Uit yV6+3z—e3—=0 volgt VO 4z= 0 
dus y‚ W6+ 42, =O en yo VO + 42, =0 
en n= AV AH A/B en yo = =r =—_ 2/6. 
C. Kruijt. 


460. A, B en C handelen. De inleg van B is de vierkants- 
wortel van dien van A, terwijl C tweemaal de meetkundig 
middenevenredige tusschen de kapitalen van A en B inlegt. 
Zij winnen driemaal den wortel uit hun inleg en daardoor 
bedragen kapitaal en winst f 990. Hoeveel heeft elk ingelegd ? 

(Eindex. Hoogere Burgersch. 1886.) 


OP TFORSTS ING. 


Stel inleg A — zt, dan is inleg B — 7* en inleg C —= 243. 
Samen leggen zij in #4 + 223 +? — 

dan bedraagt de winst 3/I 

dus is I+3V/1—=990en I= 30, dus T—= 900 

of zt 4 Wd =d 1) = (re +1)? = 900 

dus mla +1) =30—=5Xbenz—= 5 

derh. inleg A= 5*—=f625, B=5?=f25 en C —= Ws — f 250, 

H. Siersma. 
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CORRESPONDENTIE. 


Kan men een rechthoekigen A construeeren, als de lijnen ge- 
geven zijn, die de scherpe hoeken middendoor deelen? ZERO. 


Als de lijnen gemeten worden van de hoekpunten tot aan de 
overstaande zijden, dan is het vraagstuk op te lossen met behulp 
der driehoeksmeting. We zullen het daarom in de eerstvolgende 
aflevering van het Supplement op »De Vriend der Wiskunde” 
plaatsen. 


W.F. K. Dr. Onnen, Beg. Synth. Mtk. bevat in het eerste 
boek PLANIMETRISCHE FIGUREN. 1, Punten, die op eene rechte lijn 
liggen en lijnen, die door één punt gaan. II. Vier punten, waarvan 
er geen drie op ééne rechte lijn iden en vier lijnen , waarvan er 
geen drie door één punt gaan. IH. Figuren, door meer dan vier 
punten en door meer dan vier lijnen gevormd. 

Het tweede boek handelt over STEREOMETRISCHE FIGUREN. 


W. A. S. Uw brief woog 25 gram, was ontoereikend gefran- 
keerd, zoodat ik 40 cent port betalen moest. Gelieve die mij te 
doen toekomen. Hieraan wordt J. S. ook herinnerd. (Zie I blz. 239.) 
„ Sommigen schreven hunne oplossingen in eene willekeurige volg- 
orde op een zelfde bladpapier. 

Dit is ten eerste zeer lastig bij het nazien en ten andere kan 
zoo’n oplossing zoo niet naar den zetter, zoodat het noodig is de 
oplossingen op afzenderlijke stukjes papier te schrijven. (Zie blz, 130.) 





OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Aster Augustus 1887 franco bij 
den Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden 
ingewacht. 


(Men gelieve aan het adres toe te voegen: Redactie 
Tijdschrift Wiskunde.) 


181. In een AABO trekt men de mediaan AD. Als nu AB { AC 
is, dan is /BAD > /CAD. Bewijs dit. 
(Verg. ex. Wageningen, 1887.) 


182. In een cirkel wordt eene koorde door stralen in 3 gelijke 
deelen verdeeld. Bewijs, dat de boog, die de koorde onder- 
spant, niet in drie gelijke deelen verdeeld wordt. 

(Verg. ex. Vaassen, 1887.) 


183. Wat is de verhouding van den inhoud van een regelmatig 
achtvlak tot dien van een kube, welks hoekpunten in de 
middelpunten der zijden van ’t achtvlak liggen? 

(J. Versluijs, Vormleer voor Meergevorderden, $ 209, New), 


184, Bepaal de verhouding van den inhoud eener kube tot dien 
van een regelmatig achtvlak, welks hoekpunten de middel- 
punten der zijden van de kube zijn. 

(J. Versluijs, Vormleer voor Meergevorderden, S 209, n°. 2), 


185. Twee punten A en B liggen in eene lijn op gegeven afstan- 
den 4 en b van het voetpunt eener loodlijn op haar, Waar 
ligt in deze loodlijn het punt, dat de lijn AB onder den 
grootst mogelijken hoek ziet? M, a. w.: Hoe hoog moet eene 
hanglamp opgeschoven worden om op een blad papier zoo- 
veel mogelijk licht te geven ? D.P: A0 Verrijp. 


186. In een rechthoekigen A zijn de rechthoekszijden a en b, de 
hyp. c; p deelt den / tusschen a en c‚q dien tusschen 
b en c middendoor. Bewijs 
3 b? b 
GE dna, 


Ed — 1 


p? q2 EAT rk Zero. 


187. 


188. 


189. 


190, 


191, 
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Men laat een rechth. A, die een rechthoekszijde van 5 M. 
bezit om de hypothenusa wentelen. Wanneer de projectie 
der bekende rechthoekszijde op de hypothenusa 4 M. bedraagt, 
vraagt men hoe groot de straal van een bol is, die den- 
zelfden inhoud heeft als het gevraagde omwentelingslichaam. 
(Eventueele wortels te trekken tot 1 decimaal nauwkeurig). 


(Eindex. Gymn. (A) Leiden, 1883). 


Aan de uiteinden A en B van een cirkelboog ACB zijn raak- 
lijnen getrokken, die elkaar snijden in D. De punten A en 
B zijn met het middelpunt M van den boog ACB vereenigd, 
de hoek M is 45° en MA = r. De figuur MADB wentelt 
om MA als as. Bepaal de inhouden der lichamen, die ont- 
staan door de wenteling van den AAMB, van het cirkel- 
segment ACB, en van de figuur ADBC. 
(Eindex. Hoog. Burg. Sch. 1886). 


Als de diagonalen van een rechthoekig trapezium elkaar recht- 
hoekig snijden is het kleinste been middenevenredig tusschen 
de 2 evenwijdige zijden. Bewijs dit. 

(Eindex. Gymn., Zwolle, 1886.) 


Om een cirkel is een regelmatige 12-hoek beschreven, wiens 
zijde 4 M. is. Men vraagt de lengte te berekenen van den 
boog eens cirkelsectors, die tot den gegeven cirkel behoorende, 
evenveel inhoud heeft als de regelmatige 8-hoek in denzelf- 
den cirkel beschreven. 

(Toelex. Kon. Mil. Acad. 1886.) 


Eene ondoorschijnende bol, die op een horizontaal vlak rust, 
wordt door een lichtend punt, verticaal boven het middelpunt 
en op een afstand a daarvan gelegen, beschenen. Hoe 
groot is de verhouding der inhouden van het verlichte en 
het niet verlichte segment, wanneer de straal van den bol 
ris? (a = iden r = 40) 


(Lit. Math. ex. 1886.) 
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192, Een kapitaal staat gedurende 18 jaren interest op interest , 


193. 


194, 


195. 


196. 


197. 


waardoor het verdubbelt. Hoe groot is het percent? 
(Toelex.. Universiteiten , 1886.) 


Los z op uit 
Za 
Vlad ®) — Verd. 
ED 
(Ex Adspir. Administrateurs Marine, 1886.) 





Ae 2 
DO Ore 
083 ( sr ) 4 0,73 
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Bereken : 
54 0, 1,2 
1 : 0,049 22 24 
(Ex. voor Adelborst, 1886, (Rekenen).) 
Een kapitaal staat tegen 5°/, ’sjaars uit. Na een jaar 


wordt een gedeelte van het kapitaal met den intrest van het 
geheele kapitaal betaald met f 1992,50. Als men nu bij 
het einde van het 2° jaar aan kap. en intr. nog f 2152,50 
moet betalen, vraagt men hoe groot het oorspronkelijke ka- 
pitaal was. 

(Verg. toel.ex. Artillerie-cursus, Delft, 1884, (Rekenen).) 


Iemand wil zijn leven verzekeren, zóó dat zijn erfgenamen 
bij zijn overlijden f 40000 ontvangen. Hoeveel premie moet 
hij bij het begin van ieder jaar betalen, wanneer hij naar 
de sterfte-tabellen nog 31 jaar te leven heeft en de rente op 
40/, gerekend wordt? 

(Eindex. Gymn. Arnhem.) 


A zet zijn kapitaal uit tegen zekeren interest. B, die 
f 10000 meer heeft dan A, zet zijn geld uit tegen 19/, meer 
dan A en heeft dan ook f 800 meer inkomen; C, die 
f 15000 meer bezit dan A, zet zijn geld uit tegen 20/, meer 
dan A en heeft f 1500 meer inkomen: men vraagt naar 
ieders kapitaal en tegen hoeveel °/, zij hun geld hebben uit- 
gezet ? 
(Toelex. Rijks Veeartsenij-school, 1885.) 


198. Herleid tot den eenvoudigsten vorm 
vaer Le 
jan? P/@a? Wa )| Î x ait. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem , 1886). Alph. F. Ockerse. 


199. Als n een geheel getal is, zal n(2n +- 1) (Zn +1) 
deelbaar zijn door 6. Bewijs dat. 
(J. Versluijs, Deelbaarh., 4° dr. 1886, n°. 99). 


200. Rationeele getallen te vinden, die voldoen aan de vergelijkingen 
otgye—=zlend? —yt A = u? 
(Ontleend aan de Lilavati.) 


Nieuwe opgaaf voor n°. 172, zie n°. 156. 


172. A legt in f3000 en B J 2000. Zij handelen daarmede en 
verliezen. Nu treedt C toe en gaan A ‚ B en C handelen. 
A en B brengen bij de rest van hun kapitaal en C zooveel 
als A en B bij hunnen eersten handel verloren hadden. Nu 
wordt er gewonnen en C krijgt voor inleg en winst bij het 
einde van den handel f 2400, terwijl B berekent niet alleen 
zijn vorig verlies gedekt, maar bovendien nog f 240 gewon- 
nen te hebben. Hoe veel bedroeg het verlies bij deg eer- 
sten. handel? (Ex. Adelborst, Rekenen, 1886.) 


In de volg. afl. zullen van n°. XV enz. oplossingen geplaatst worden. 


NrA AnMe Belie Se 


der Heeren en Dames, die van de opgaven 141—160 goede 
oplossingen inzonden. 


J. J. C. Ament, 141— 148, 150, 153, 157, 158. 

B. C. OC. Ahorn, 141—151, 153, 156, 158, 160. 

G. H. Barneveld, 141—+#151, 153, 156—160. 

Anth. Geertsema Beckeringh, 150, 151,153, 155—160; (141—149 

te laat ontvangen). 

Berenaard, 148— 150, 156—460. 

G. A. Boes, 1441, 142, 144, 145 (146 niet af) 147—150, 153, 
156, 158, 160. 

T. Bouwer & J. Visser, 141—150, 153, 156—160. 

Caniculus, 148, 150, 153, 156—158. 

2 P. D., 141—151, 153, 156—158, 160. | 

G. C. D. te A, 441 —144, 146151, 153, 155—158. 


180 n 


3 


À 
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A. Eisberg, 142, 144—150, 153, 157, 158. 

W. van der Gaaf, 141—148, 150, 153, 156—158, 160. 

A. van Gemeren, Wz., 141 —151, 153, 156—160. 

H.—_P. G., 141—144, 146, 148—150, 153, 157. 

H. de Groot, 141—144, 146—153, 155—160. 

J. L. Crap Hellingman, 141—144. 

F. P. C. de Hen, 141—144, 146—150, 153, 155, 156, 158, 160. 
W. M. Haije, 141, 142, 144, 145, 147150, 153, 156—160. 
A. A. ’t Hoen, 144, 142, 146—149, 153, 156—160. 

H. Hulstra, 141, 144, 146—148, 150, 152, 157, 158, 

C. Kruyt, 141, 142, 144—146, 149, 150, 156—159. 

W.F. K., 142, 144, 147, 158. 

W. Kemmer, 156, 158. 

J. v. K., 141—153, 156—158, 160. 

B. J. Luitink, 144—150, 153, 156—160. | 

. A. W. Moll, 144—144, 146—150, 153, 156—160. 

‚ Moll, 146, 148, 155—157. (141, 142, 144 te laat ontvangen.) 
G. van Muijden, 148, 149, 151, 156—160. 

A. + M., 144, 142, 144, 145, 147 —151, 158, 156—158. 

J. F. Meijer, 142, 144, 4148, 150, 153, 157, 158. 

E. Nabring, 141—153, 156—160. 

Alph. F. Ockerse, 145, 146, 151. 

M. Perk, 142—144, 146—148, 150, 153. 

U. S. Petri, 156—158, (141 —153 te laat ontvangen). 

Pz., 141—151, 153, 156—160. 


S. Postma, 141—151, 153, 156—4160. 

R. Poss, 142, 143, 145, 148, 149, 153, 156—158; 160. 
_B. Rosier, 141—144, 146—151, 153, 156—160. 

C. L. van Reusel, 142—144, 146, 148450, 156, 158. 
_D. C. A. Smit, 143, 149, 155—160. 

M. Simons, 141—146, 148—150, 158, 156—160. 

Z. V. S., 141 —153, 156—160. 

G. G. Scheffer, 141 —144, 146—150, 153, 156, 158—160. 
H. Siersma, 441, 142, 144—153. 156—160. 

J.F. S., 4141, 142, 144, 146, 148, 150, 15or ko 


W. A, S., 142, 145, 148, 151, 153, 157. 
Verbruggen te V., 141—144, 146, 148—150, 153, 156—158. 
P. G. Vaags, 141—151, 153, 156—158. 


Ws 149, AAA, A46—A450, 153, 157, 158, 160. 
7 
J. van der Wal Hz. & G. Verborgh, 141—151, 153, 156, 158—160. 


X + Y, 142—144, 146, 148—150, 153, 156—159. 
D. Z., 141—144, 146, 148, 150, 156—158. 
Zero, 158. 


mmm 
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Iets over de teekens » en £. 


LerBNiz voerde het gelijkvormigheidsteeken in en nam er eene 
liggende S voor, zijnde de S de beginletter van het Latijnsche 
woord similis, dat gelijk, of van similitas, dat gelijkvormig 
beteekent. 





Gelijkvormig moet dus door va aangeduid worden. % 
Voor gelijk en gelijkvormig schrijft men @ f 
LeiBNiz werd den 3 Juli 1646 te Leipzig Ees en stierf den _— 
14 November 1716. Ì 
® 

VRAAGBUS. k 

1. In J. Versluijs, Talstelsels, $ 52, leest men het volgende: ; 
>De bewerking van de 2 voorgaande 88 gaat ook nog door, — 

als de tiendeelige breuk een gemengd of zuiver repeteerende 

is; alleen is het dan noodig, een repeteerende breuk recht- — 
streeks met een geheel getal te vermenigvuldigen.” ö 
Men vraagt een verklaring van het cursief gedrukte. U. S. PETRI. 5 
ANTWOORD. 8 


De bedoeling van het cursief gedrukte valt het best in ’t oog, 
als men het gezegde toepast op een bepaald getal. Nemen we b.v, 
het eerstvolgende vraagstuk: »Herleid 0.93 wit het tientallig 
stelsel tot eene negendeelige breuk.” 

Passen we hiertoe. de handelwijze der 2 voorafgaande S$ toe, Ì 


wia 


dan verkrijgen we 7 
0,93 _ eenheden. 
9 Ü 


0,33% _negenden 





3,000 een en tachtigsten. 
Hieruit blijkt, dat de uitkomst in het negentalligstelsel is 0,03, 
Om deze te verkrijgen moesten we eerst de repeteerende breuk 
0,93 met 9 vermenigvuldigen en later de repet. breuk 0,333. Het 
eerste levert geen bezwaren op. Bij het tweede krijgen we 
2,999999099....…. waarvan de limiet 3 is. J. VERSLUIS. 
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U. Wie was de Duitsche wiskundige Feuerbach? ZERO. 

KarL WiLHeLM FEUVERBACH werd den 30 Mei 1800 te Jena ge- 
boren en stierf als Professor in de Wiskunde aan het Gymnasium 
te Erlangen den 412 Maart 1834. Hij schreef de volgende twee 
werkjes, waardoor zijn naam als groot wiskundige bewaard gebleven is. 

Eigenschaften einiger merkwiüùrdigen Punkte des geradlinigen 
Dreiecks (Nürnberg 1822), en Grundrisz zw analytischen Unter- 
suchungen der dreieckigen Pyramiden (Nürnb. 1827). 


III. »Kent u: 144 Vraagstukken van Wiskundigen uit de 17° eeuw 
door Vorsterman van Oijen en is ’tnog al aan te bevelen? Zero. 
Ter kennismaking zullen weer iets (blz. 1 —4) uit overdrukken. 

G. A. VORSTERMAN VAN OIJEN, Honderd vier en veertig 
VRAAGSTUKKEN van Nederlandsche Wiskundigen der XVIIe eeuw ; 
voorafgegaan door eene bijdrage tot de geschiedenis van de beoefe- 
ning der Wiskunde in Nederland, van STEVIN tot Huvyenens. 
Schoonhoven, (1868) S. E. van Nooten, f 0.75. 

>Het was,” zoo zegt LEGENDRE in het voorbericht van zijn 
Essai sur la théorie des nombres, »het was de geest van dien 
tijd elkander vraagstukken voor te stellen, waarvan men de oplos- 
sing verborgen hield, om zich daardoor nieuwen roem te verwerven.” 
Ieder wilde in zijn vak schitteren; hij wilde de eerste zijn en menigeen 
schuwde zelfs den laster niet, om zich daardoor van zijne mede- 
dingers te ontslaan. De volgende historische aanteekeningen, door 
mij verzameld uit eenige werken, die tusschen 1600 en 1700 zijn 
uitgegeven, zullen den lezer eenigszins op de hoogte brengen van 


‚de wijze, waarop de wiskundigen van dien tijd, en onder hen zelfs 


mannen van Europeesche vermaardheid, meenden te werk te moeten 
gaan, om hunne geleerdheid alom bekend te maken. 

Wij willen een aanvang maken met LUDOLF VAN KEULEN of 
VAN COLEN, gelijk hij zelf zijn naam schrijft. In 1539 te Hildes- 
heim geboren, en als wiskundige grootelijks vermaard, werd hij 
in den jare 4600, toen hij-reeds eenigen tijd te Leyden bijzonder 
onderricht in zijne wetenschap gegeven had , door Curatoren benoemd, 
om, volgens eene instelling , door prins MAurits verordend, in de 
Nederlandsche taal, die deelen der wiskunde te onderwijzen, welke 
meer bijzonder ter vorming van ingenieurs geschikt zijn. Hij over- 
leed 31 December 1610. (Zie MATTHIJS SIEGENBEEK, Gesch. der 

De Vriend der Wiskunde. II. 10 
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Leydsche Hoogeschool, II, 85.) In 1615 verscheen zijn werk: 
De arithmetische en geometrische Fondamenten. Met het ge- 
bruyck van dien in veele constighe Quaestien soo Geometrice 
door Linien als Arithmetiee door irrationale ghetallen, oock 
door den regel Cos, en de Tafelen Sinuum ghesolveert; welk | 
werk in 1619, in ’t Latijn vertaald, te Leyden bij Jopocus werd 
uitgegeven. In de tweede editie van zijn hoofdwerk: Van den 
Cirkel, die in 1615 door zijne weduwe ADRIANA SyYMOoNs werd uit- 
gegeven en opgedragen is aan de Achtbare, Wijse ende seer voor- 
sienighe Heeren Burgemeesters en Regeerders der stadt Leyden, 
vinden wij een strijdschrift tegen WILLEM GOUDAEN, dat ons nauw- 
keurig met den geest van dien tijd bekend maakt. t) | 

VAN KEULEN, nog te Delft wonende, kreeg den 17 Juni 1583 
bezoek van zijn vriend CLEMENT CORNELISZ. , Brouwer te Delft, die 
hem verhaalde, dat WiLLEM GOUDAEN, aan de deur van de groote 
kerk op een bord een vraagstuk had opgehangen met een »schrifte- 
Iyek nooden ende beroepinge, van allen Liefhebberen van de const 
Arithmetica ende Geometria, ende belooninghe van eenen prijs” voor 
dengenen, die dit vraagstuk vóór den 27sten Juni behoorlijk had 
opgelost. Den 24sten begeeft VAN KEULEN zich naar Haarlem, om 
het vraagstuk te zien en op te lossen; voor de kerkdeur ontmoet hem 
GOUDAEN, die hem eerst de inzage weigert, onder voorwendsel, 
dat hij te laat kwam, en hem uitnoodigde den fsten Juli bij hem, 
GOUDAEN, aan huis te komen, om daar van den Haarlemschen 
wiskundige, mits gevende leergeld, de solutie te leeren, Op aan- 
drang van eenige omstanders gelukt het eindelijk aan v. K. om 
het vraagstuk te mogen inzien; reeds den volgenden dag, *s morgens 
ten 7 ure, brengt hij G. de oplossing; doch deze wil die niet ont- 
vangen en blijft bij zijne uitnoodiging, om den 4sten Juli bij hem 
aan huis de oplossing te komen leeren. Na nu zijne oplossing open- 
lijk te hebben doen aanslaan, daarbij een vraagstuk voegende, dat 
den liefhebberen ter solutie werd voorgesteld, keerde LupoLF naar 
Delft terug. Maar wat gebeurt er? »Onlangs daarna heeft de 
voorz. WILLEM GOUDAEN (t welk hij met meerder eere had nagelaten) 
een geschrift met weinig bescheids tegen v. K. aangeslagen, in- 
houdende, nevens vele lasterende en vermetele woorden, dat deze 


1) De eerste druk van dit belangrijk werk verscheen in 1596. (Catal. de la 
Biblioth. de feu M.G. J. Verpam, Leide, 1867.) 
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de solutie niet getroffen had; dat hij niet merken kon, dat die ge- 
lukkige kunst (gelijk hij ze noemt) bij iemand anders te doceeren 
was, dan alleen bij hem; dat men ook in de vergadering, daar 
de kunst bij hem zoude worden onderricht, besluiten zoude, met 
wat actie men tegen v. K., (zoover hij ergens te vinden ware) 
zoude procedeeren, zoo deze hem niet gehoorzaamde, en op den 
sten Juli niet compareerde.” 

Natuurlijk verscheen v. K. den, 4®tr Juli wel bij G., vergezeld 
“door de Secretarissen van Haarlem: MICHIEL VAN WOERDEN en 
Dirk SpijkER en door HeNpriK Dirkz. De afloop dezer vergade- 
ring was voor GOUDAEN zeer treurig. »Ick hebbe,” gaat v. K, 
voort: »Ick hebbe hem mijn werck gethoont , tot hem sprekende, 
besiet dit werck, so verre ghij mijn solutie en werck cont met 
bewijs wederleggen, sal ick u voor elcke letter, die ick gemist heb, 
een gouden croone schencken. Maer den gheleerden man bleef ver- 
stomt zitten.” v. K. hield daarop eene toespraak tot de vergade- 
ring, zeggende o. a. daarin tot G.: »Het is vermetelic, dat Ghij 
openlije hebt doen lesen al sulcke geluckighe cunst (so ghij die 
noemt) door u alleen ende niemant anders geleert te worden; ge- 
nomen, oft de const onder u beruste (t welck niet en blijckt), so 
en soudet geen jongen, ick laet staen bedaegden man, als ghij 
zijt, betamen, sich te roemen alleen de const te hebben, dewijle 
God, allen naerstighen in dese ende andere const en wetenschap 
geeft: hebbe hem hiermede andermael mijn solutie ende ’t werck 
van dien ghetoont, met presentatie, so hij twijfelen mochte, ’t selve 
bij mij niet gedaen te zijne, dat hij mij op staende voet een dier- 
gelijcke ofte andere questie soude proponeeren, ick soude die, eer 
ice van daar scheyde, in hen alder presentie solveren ende voldoen : 
Maer ick klopte voor eens dovemans doere”” Mei deze welverdiende 
kastijding zou de zaak voor GOUDAEN afgeloopen zijn, indien hij 
niet wederom tot laster zijn toevlucht hadde genomen. VAN KEULEN 
maakte nu de geheele bovenstaande geschiedenis bekend en »ofschoon 
hij hem met gelijke munt had kunnen betalen, zoo wilde hij hem 
het lasteren, kijven en roemen alleen behouden laten; terwijl hij 
twee door hem geproponeerde exempelen daarbij voegde, waar- 
mede hij WiLLEM GOUDAEN (in plaats van weer te lasteren) 
vereerde.” | 
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De drie hier bedoelde vraagstukken zijn de volgende : 
De hoeken A, B en K zijn recht: _ 
Men vraagt naar DH, indien gege- 
€ ven is: 
ED = V 1420 + WV 150528, 
DO =P :459 
CK == TAO 
K KB == 132, 
BA == 912 +8. 
Antw. DH = WW 1452 + 8, 
W. GOUDAEN. 





D Van den vierh. ABCD in den cirkel be- 
Â schreven, is AB —= 6, BC = 12, CD=9, 
DA == 8 dm. De middellijn, die uit het 
hoekpunt D getrokken is, deelt BU in E 
in twee rationeele deelen, men vraagt naar 
F de lengten van EB, EC, ED en EF? 


GF = CA is in G normaal tot 


F 
/Á BD. Trekt men nu AF den cirkel- 
7 omtrek in I snijdende en daarna BI, 
B be D die den diameter CH in K snijdt, 


dan vraagt men de lengte van BO, 
KB, KH en KI, indien gegeven is: 
‚ BG=W 80— 4en GD=12 — 80. 


LUDOLF VAN COLEN. 


Bij de opgave van deze vraagstukken belooft v.K. aan: GOUDAEN 
een fijnen zilveren beker: »welcke gratuyteit ja meerdere hem van 
rechtsweghen sal toecomen, als eenen hooghverstandigen, die niet 
alleen met woorden, dan oock met der daet bethoont, dat hij is 
(ghelijck hij hem selven beschrijft) een correcteur, ende restaura- 
teur der erreuren in der vervallen (soo hij segt) const algebra, 
den welcken ik God bevele van soo goeder herten, als ik gaerne 
ware zijnen ende een yder goede vrient.” 


Na de geschiedkundige bijdrage (bl. 1—52) volgen de 144 vrgst. 





f 


OPLOSSINGEN 
der opgaven 161—180. 


161, Im een gegeven driehoek een parallelogram te beschrijven , 
dat een gegeven inhoud en met den driehoek een hoek gee 
meen heeft. 


OPLOSSING. 


| Zij ADEF het gevraagde parallelogram 

in AABC en ABGC een parallelogram, 
dat met AABC de zijden AB en AC en 
ZA gemeenschappelijk heeft. 

Ster AB =ú, ACE 20, ABGO Sp3, 
ADEF —= q? (den gegeven inhoud), AF =z, 
AD = y,‚ dan is CF —= 2b — g. 

Omdat ZA tot beide parallelogram- 
men behoort, heeft men 

De ADEN Vane A) 

Omdat EF//AB is, heeft men a :y =2b:(Wb—ae). ... (2) 

Vermenigvuldigen we in (Q) de voorgaande termen met 2b en 
de volgende met #, dan verandert (2) in 
8 Zab : ey = (Qb)? : (Wb — xr 
of volgens (1) p2: g2=(2b)?: (Wb — xv). 

‘Stellen we nu de vierde evenredige tot p,g en 2b door r voor, 





dans serp tg == 2D ren oök prr grs (2b)ar pts Ae. (3) 
KENAN OLED THAN DD BIL ENE eije es (4) 

of Wr rt =r?, of #2 — War + bt =bt — r2 
of (we bj ba nt ten eee se (5) 
eine Wer: rt RA (6) 


Uit (2) heeft men 2by — a(2b — 7). Substitueer nu hierin de 
waarde van z uit (6), dan is 2by = alb F] MBR pt) ve f) 
Volgens (3), (6) en (7) kan men de opgave als opgelost be- 
schouwen. Men kan ook eerst y bepalen, want men heeft uit 
(1)-en (3) :-(2b)2,r rte 2ab : Ly, 
uit (2) a:(a— y)=2b:a, hieruit: a? : (a —y)Y = ab: zy. 
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Dus a?:(a —y)y=(2b)?:r?, waaruit y op te lossen is. 

Volgens (5) moet r { b, of r_— b zijn en daar volgens (3) 
Pp: 2qg = b: r is, moet 2 { bof W=b...... (8) 

Voor 2q — p, of voor r == b wordt volgens (5) of (6) #=b, 
dus AF =—= AH, als H het midden van AC aanduidt. En daar 
in dit geval g de grootste waarde heeft, die zij met betrekking 
tot p hebben kan volgens (8), zoo volgt: dat onder alle paral- 


lelogrammen, die in den AABC kunnen beschreven worden, 
1 


die het grootste is, wiens zijde AF —= ZE AC is. 
De diagonaal AG gaat in dit geval door het hoekpunt E van ADEF. (10) 
Voor 2 { p, of r { b kunnen in (6) beide teekens gelden. Er 
zijn dan 2 oplossingen. De som der 2 waarden van z is dan — 2. 
Maakt men dus CF’ == AF, dan wordt in de figuur de eene 
waarde van # door AF, de andere door AF’ voorgesteld. 
Constructie. Nadat men r als vierde evenredige tot p, gen 
2b geconstrueerd heeft, kan men de waarden van z in (6) constru- 
eeren, Wil men van (4) gebruik maken, zoo moet men een quadraat 
=— fr? in een rechthoek veranderen, waarvan de som der zijden , 
nl, (25 — #) + w gegeven en —= Wb — AC is. 


162. In een cirkel, waarvan het middelpunt M is, trekt men twee 
„ rechthoekige middellijnen AB en CD; men vraagt door het 
punt A eene koorde AY te trekken, die de lijn CM in Xen 
den cirkelomtrek in het punt Y snijdt , zoodanig dat men hebbe 
AK on M Artes AX ae 
(Reidt, Trig. Analysis, plan. constr. Aufg. $ 2, n°. 10). 


We bedanken Zero voor de mededeeling van den titel van ’t boek, waarin 
de letter M in plaats van de O, in de opgave staat. 


OPLOSSING, 


Zij AY de gevraagde koorde, dan heeft 
men AX . MX = CX . XY waaruit volgt 
AX SOX == XVa MX 
waaruit AY:AM=XY:MX 
af MX :AM=XY: AY. 
Maar in de twee rechthoekige AAAMX en 
AYB is MX:AM=BY:AY 
dus XY = BY en bijgevolg is /YXB —= 450, 





siteazie vod E 


rcn ge ie À 


t 
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Maar AAXB is ook gelijkbeenig, waaruit volgt dat ZYAB 
Es te /NXB = 22°30/, dus is het punt Y het midden van boog BC. 


Opmerking. 1) Omdat /XAM —= 22°30/ is ZAXM == 67°30’. 
Denken we AD getrokken, dan is /XAD —= ZXAM + ZMAD 
— 22°30/ + 45° — 67°30/’. ADAX is dus gelijkbeenig, derhalve 
DA DX. 

Opmerking. 2) Trekt men inplaats der 2 rechthoekige middellij- 
nen twee koorden ab en cd, die elkaar binnen den cirkel in een 
punt mm snijden, vereenigt men a met c en trekt men myljac, 
dan zal de lijn ay me in r snijden. 

Nu is Aare @ Ayam dus 

an:cr=mMae: ey en aL .ryY =CcH. ME. 


PON De Rees 1sf0r SS TENG: 


Als AY de gevraagde koorde is, heeft men AX.MX— CX. XY 
hieruit volgt NK: NOK MK. | 

Omdat de AAAXC en MXY den /X gelijk hebben, heeft men 
AAXC wm AMXY, derhalve /CMY = /C —= 45°, zoodat MY 
den /BMC middendoordeelt. Het midden Y van boog BC met A 
vereenigt geeft de gevraagde koorde AY. Wiep 


DERDE OAP-IM0OS S IN G. 


Trek AC en MY//AC. Trek AY,‚ die CM in X snijdt dan is 
AAXC m AYXM, dus AX:CX=MX:XY of AX. XY = CX. MX. 
MY//JAC getrokken en A met Y vereenigd geeft de gevraagde lijn. 


163. Construeer een rechthoekigen driehoek , waarvan gegeven is 
de som der rechthoekszijden en de schuine zijde. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 30, n°. 1) Luctor, 


O PLO S:SabN.G. 


Zij AABC de gevraagde A rechthoekig in C. 

Verleng AC door C met CD = CB, trek BĲ, dan is AABC 
rechthoekig gelijkbeenig, dus /D = 45e 

(ABC kan nu uit de gegevens AB (schuine zijde), AD (som der 
rechthoekszijden) en /D == 45° geconstrueerd worden. 

Maak /DBC — 45°, dan is AABC de gevraagde. Er is maar 


4 A mogelijk. 
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164. Bewijs, dat de diagonalen van een regelmatigen vijfhoek E 
elkaar in de uiterste en middelste reden verdeelen en het 
grootste stuk gelijk is aan de zijde van den vijf hoek. 

(J. Versluijs, Lrb d. vl. Mtk. no. 236.) (Eindex. Gymn. Arnhem, 1886.) 

MAR le 
ke OMP ONS SSTENG GE 

Beschrijf om den vijfhoek een cirkel, dan 

is bg AE=bgCD, dus DE//AC, 
bg AB = bg DE, dus AE//BD, 

dus vierhoek APDE is een parallelogram 

derh. AP =DE == B6. 

Verder is in de AABCP en ABC 


ZBOP = ZBCA, ZOBP =d bg OD, 





ZBAC = 5 bg BC, maar bg CD —bg BC, dus ZCBP = /BAC, 
derhalve ABCP «2 AABC. 

Hieruit volgt PC:BC = BC: AC, maar DC = AP 
dus POVAP SAP RAC Wi BE, 


en te ri Ee Ei eige 


165. De diagonalen, welke men in een regelmatigen vijf hoek trek- 
ken kan, sluiten weder een regelmatigen vijfhoek in. Men 
vraagt dit te bewijzen, en daarna den straal te berekenen 
van den cirkel, welke om den laatstgenoemden regelmatigen 
vijfhoek kan worden beschreven, zoo de zijde van den oor- 
spronkelijk gegeven vijfhoek 5M is. 

(Toel. ex. Kon. Milit. Acad. 1885.) 


OP Rnd NO 


Za = 180 — (LCAB + ZEBA) 
== 1800 — (360 + 36°) = 1080 
Evenzoo /b=/ c=/ d=/e=10830, 

Omdat Ab het grootste stuk der 
in uiterste en middelste reden ver- 
deelde diagonaal is, is 5C het klein- 
ste stuk, dus 

Aa = Ae == Ba == Bb enz. 
LZaAe = ZaBb = ble = ZeDd 
== ZdRe= 85! 


err en fiddle and of in dna na dn ende rd ee eteitenkea 


dant 





141 


dus AAae 2. ABab @. ACbe 2 ADed 2 AEed 

derh. ae—=ab—=be=ed=de. Vijfh. abede is dus regelmatig. 
_ Omdat Aa — GB — enz. het kleinste 

en Ab = Ca == enz. het grootste stuk 


der in uiterste en middelste reden verdeelde diagonaal is, is ab 
het kleinste stuk van het in uiterste en middelste reden verdeelde 


Eh ADEKB qus abe Hall Vi) (BV). 


1 ee 10 
N Nete En Dd Us Ii a AE 


Vereenig M met A, B, a en 5, dan is AMAB wo AMab, om- 
dat zij gelijkhoekig zijn, dus Ma: MA = ab: AB 


10 5 
Vi (8 
Wi0=2V5 Eden 


166. In een evenredigheid is de som der termen a, die der vier- 
kanten b en die der kuben c. Welke is de evenredigheid? 
(J. Versluijs, Lrb. d. Algebra III, (1881), Gem. Vrgst. n°. 9). 

| D. C. A. SMIT, 


Î 


OPLOSSING. 


Stel de evenredigheid voor door @ : w = v : y‚ dan is 
ay=uv (a), shy tuútv=a (B). 

mr yrd ut dot=b (1), 3d yrt UI vie (Ì). 

Wij stellen (1) xy = uv =t, (2) (wr +y)—(utv)=r 


(2) met (8) geeft: «y= Sate), wknd 5) 
ertog tyt= (02 Zar dr) 


u2d 2uv dv? ze fare Zar + #2) 





(m2 Hud y? Hv?) + 2ay + 2uv = En (a? + 72) 
ar rr =H Bt (A) 
(@ + yI3 = #3 3a?y + Jay? Hy? = 2 (a3 + 3a2r + Zar? Hr) 
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(ud v)3= 23+ 3u WH Zu? + 03 en (a3 — 3a?r + Zar? — rt) 





(3 + y3Hu3 03) + 3ey(e Hy) + 3u ete (at + 3ar?) 
et Se TY du Tt En (a3 + 3ar?) 


Ae + 12at = a3 + Zar? (B) 
Nu kunnen wij uit (A) en (B) t en # vinden. 
=S a Sabel 20 
WB esin 


Nu weten wij dus # + y en zy, u + v en uv, waaruit wij 
voor de onbekenden Ke 


(art la Fr)? 16) 


% 


ar Vat e)16) 
ar FV (a r)246t) 


Ii 


Je nele 


=z Cr— Va r)—16t). 


167. Herleid zoo eenvoudig mogelijk : 


Ca VE Vervokt, ape | (2a—b)2V (a?—ab) |. 
Va Vb ia vojt 


(Toel. ex. Kon. Mil. Acad., 1884) D. C., A. SuMrr, 
OPB LO STN GG: 
a. Herleiding van het deeltal: 


Geschreven met SEN positieve exponenten, krijgt het deeltal 
den vorm 


Zero. 


boj 


1 1 
VWeVD | VVD 
1 1 


VVV VVD 


1 1 î 
ete 


1 1 1 1 
VE VVD vvo 777 


. 
n 

cd 5 
Ed _ 
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1 wd 2, 1 
VV VV VDVENVD | VEVT 
1 ij 
VaVb  Vat/b 
Vermenigvuldigt men den teller en den noemer dezer breuk met 
Wa—Vb)(WatWVb) dan wordt zij : 
Va) WV a) Wat) HW aV5) 
Waf Zb)— Wa) 
_ WaW We VDV) Vetra) 
Wb Vb 


b. Herleiding van den deeler. Stel: 
V|@a + 2V/ (ar —ab)| Sea Ay 


of Za —b HW (A2 —ab)=er ty ey 
waaruit _@ty=2a—b" en Way= War —ab 
a? Ay y? =ha*—kabb? Ary == 4(a? — ab) 
kay —=ha* —4ab ey == ab 
Ei Rb 
TO e—y=b waaruit s—a en yab. 


De deeler heeft nu den vorm Wat /(a—b). 
De opgegeven vorm wordt nu 


VatV(a—b) bes PeersoManbricg 
SS! Vat Va Di en 
J. B. Swerms. 


168. Bewijs de ongelijkheid 


Rohmteb (bose) (Edesa) ’ Sabe. 
(Verg. ex. te Wageningen, 1887.) 


Oy Bels OS: ShlaNi,G, 
Van 2 getallen a en b is de rekenkundig middenevenredige groo- 
ter dan de meetkundig middenevenredige. D. i. 5 (a + b) 


» W/ ab - Maken we hiervan gebruik, dan is 
atb Dh 0 EN SE Cen 
2 ) Wab : 2 ) WV be ; 0 Wac , 
Door vermenigvuldiging vinden we 


bie of > abe 











of (a + b)(b + e) (a + c) } Babe. 
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169. Als van een getal van 6 cijfers in het tientallig stelsel de E 
cijfers der hoogste drie rangwaarden respectievelijk het dub- — 
bel zijn van die der laagste drie rangwaarden, dan is het 





getal door 23 en 29 deelbaar. Bewijs dit. É 
(Verg. ex, te Vaassen, 1887.) 5 

OPLOSSIN G. 3 

Stel ’t getal voor door PQRzyz, dan is 2 
P= 2e, QS 2yien R'= 2%. Ì 

Dus PQRzye = 22.105 +2y. 10442, 103 H2.1024g.10H2 0 
= 2.104.102 Hy.40 F2) + (2.402 44.10 +2) Ì 

=(2:103 41) (2.102+y.10H2)= 2001 (1002 +10 +7). 8 
Nu is ee 20015 3667. 3-23 20 = 
zoodat ’t getal door 23 en 29 deelbaar is. D 
170. Wat zal er overblijven, als men 58736°% ; wat, als men } 
58736%% door 769 deelt? H. SIERSMA. À 
OPLOSSING. } 

Volgens het Theorema van FERMAT is P*—t — 4 deelbaar door ä 
n, mits n priem zij en relatief priem zij met git, } 
169 is ondeelbaar en geen deeler van 58736, dus is 587367, 4 £ 
— 587367 — 1 deelbaar door 769, of laat 587367 tot rest 4. ï 
Is nu een getal een a-voud + 41, dan is elke macht van dat getal ä 


een a-voud + 1; immers (a-voud + 1)" = a” + ee or Od 


Hr 


a." —t4 1", Elke term is eene macht van a dus een d-voud î 
en de laatste 1” =—= 1 is de rest. Zoo is 58736782, 587367» 
=— 769-voud + 1, derhalve 587367%x12 — 5873696 — 769-voud +4. 
Rest 1. Daarom is 587365 — 58736137 +1 — 5873G13X708 
X 58736 — een (769.voud + 1) X58736 —= 769 voud + 58736 


en laat 58736%® dezelfde rest, die 58736 geeft bij deeling door 
08de 20 


ke n(n — 1) vara Ee a, 4" —? En Tr À 


H. Siersma. 
171. Bereken @ uit de volgende vergelijking : 


2 3 4 
(a 42) + 6(a — #3 = Bla? — 23. | 
(Eindex. Hoogere Burgersch. 1886.) 
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OPLOSSING: 


g (a + DE + 6(a — ED — 6(a? — 223 
(a+ De — 5(a? eijk + 6(a — nt == 


% 1 1 t 1 
fati Hafla + a — a 2)" | =O 
Daar elk dezer 2 factoren O kan zijn, heeft men 

1 E 1 
(a +2)? — Wa — 4) =0, en (at 2) — Ha —r)t = 0 


aarda HT = ea) 
adt =—=8(a—) » (a+ 2) =27(a — 2) 


dus | Eed En a en 3, = REA a, 


welke beide waarden aan de vergelijking voldoen. 


172. A legt in f3000 en B f 2000. Zij handelen daarmede en 
verliezen. Nu treedt C toe en gaan A, B en C handelen. 
A en B brengen bij de rest van hun kapitaal en C zooveel 
als A en B bij hunnen eersten handel verloren hadden. Nu 
wordt er gewonnen en C krijgt voor inleg en winst bij het 
einde van den handel f 2400, terwijl B berekent niet alleen 
zijn vorig verlies gedekt, maar bovendien nog f 240 gewon- 
nen te hebben. Hoe veel bedroeg het verlies bij den eer- 
sten handel? (Ex. Adelborst, Rekenen, 1886.) 


OPL Orel NeG. 


De verliezen en winsten zijn evenredig met de kapitalen. Bij 
den tweeden handel is het ingelegde kapitaal weer f 5000. B wint 
f 240 boven zijn eerste verlies en A dus 3 X f 240 — f 360 bo- 
ven zijn eerste verlies. A ontving dus terug f 3000 + f/ 360 
=— 3360. B f 2000 + f 240 —= f 2240 en C ontving f 2400. 
Samen “kregen zij dan f 8000 terug. Daar C f 2400 of …, van 
f 8000 terug krijgt, heeft hij ook + X f 5000 of f 1500 in- 
gelegd. Bij den eersten handel is dus f 4500 of 30%, verloren. 

À. v. Gemeren, Wz. 


173. Een koopman verkoopt van eene partij aardappelen de helft 

à f 2,80 en de andere helft à 2,20 den H.L. Op de eerste 

helft wint hij f350 en op de andere helft verliest hij f 150. 
Hoeveel pct. bedraagt de geheele winst. | 

(Ex. Adspirant-administrateurs bij de Marine, 1886). 
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OPiL 09-87 IENE Ge 


Op de eerste helft wordt f 350 gewonnen en op de tweede helft 
J 150 verloren. De koopman ontvangt dus voor de tweede helft 
J 500 minder en per H.L. 60 ets minder. Elke helft bevat dus 
(500 : 0,60) . 1 HL. = 8831 H.L. De inkoop der eerste helft 
is derhalve 8335 X f/ 2,80 — f350 — f19834, die van het 
geheel dus 2 X 19831 — 39662. Met f 39662 wordt f 200 ge- 
wonnen of 5-îg = 5,042 O/,. J. B. Swerms. 


174. Van een harmonische reeks is de eerste term en de 


derde term Ls Bepaal den 7den term. 


(Eindex. gymn. Arnhem). 
0. BELROAS KS Ne GS 


Elke willekeurige harmonische reeks kan men schrijven in den 


d 4 1 ; 4 
VOM …—…, sees Nu is de eerste term — 
d atv aw a 
1 4 1 
2E En en de derde Ee dus a —= 5 en v = 9, 


at 2w po 
A 4 Nad 
Dè zevende term is dus —_—_ == 
ai 6v 17 
175. Iemand heeft 4700 DG thee à 18 cts het HG en 7 KG 
thee à f 2571428 het KG. Indien hij deze hoeveelheden 
wil mengen met thee van f an het KG, hoeveel KG 


moet hij dan van de laatste soort nemen, opdat het mengsel 
eene waarde verkrijge van f 0,002 het G.? 


ne len SNN ATS NN EES 


(Verg. Toel.ex. Artillerie cursus Delft, 1884). | 3 


OREDNO SS NG 
Hij neemt eerst 47 K.G. à f1,80 —= f 84,60, daarna 7 K.G. à 
fa — J 18, samen 54 K.G. voor f 102,60. Na vermenging 


met de laatste soort kosten 54 K.G. f 108 d. i. f 5,40 meer dan 
te voren. Hiertoe heeft elke K‚G. der laatste soort f 2,45 —f 2 
= 45 cts bijgedragen. Men heeft daartoe dus gebruikt (5,40 
040} TK, Gi el KGS J. B, Swerms. 
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476. Bereken de ribbe van een regelmatig achtvlak uit de ribbe 
van een regelmatig viervlak, wanneer men weet, dat beide 
lichamen gelijk oppervlak moeten hebben. 

(Lit. Math. ex. 1886). 


OEP 10 Sp SLANG G. 


Het oppervlak van een regelmatig achtvlak bestaat uit 8, dat 
van het viervlak uit 4 gelijkzijdige driehoeken. Omdat de opper- 
vlakten van beide lichamen gelijk zijn is ieder vlak van het vier- 
vlak 2 maal zoo groot als een vlak van het achtvlak, en omdat 
de inhouden van gelijkvormige driehoeken toe elkander staan, als 
de vierkanten der gelijkstandige zijden, heeft men, als de ribbe 


van het viervlak — a gegeven en de ribbe van het achtvlak = 
Nn a dus 2 = Bens aV/2. 
ZENE D. 


4717. Welke waarde van « voldoet aan: 2,3? + 7 — 0,2. 
(Toelat.ex. voor de Universiteiten, 1886). 


OPRSLE OSP SHEN IG: 


Hartl 0,2 log 0,2 = 9,3010300 — 10 
(E47) log 2,3 =log 0, 2 =—=— 0,6982700 
log(2-7) ==log log 0,2 —loglog2,3 log log 0,2 — 9,8444585—10 (—) 
— 0,2860767 (—) log 2.3 — 0,3617278 


27—=—1,032309.... _ [log log 2,3 — 9,5583818 — 10. 
2——8,932309...…. 


178, Los z op uit: 


TEN VE VEEL 
(Eindex. Zuid-Holl., 1866.) (Eindex. Gymn., Zwolle, 1886). 
Anth. Geertsema Beckering. 


OPRIT NG. 
We Wife =| 36 
y 


264 W/5 Ur — a? — WW 36 
VET =S 
25 Ur —a? = 2104 +25 
Wi lár = 0 





148 


zr = 0 
dus ar) = 0, ae —7)= 0 
dus 2, =0 en wv, = 7. Beide waarden voldoen. 


Anth. Geertsema Beckeringh. 


179. Twee personen krijgen op denzelfden dag een zoon. De — 
eerste verzekert zijn kind onmiddellijk bij de »Germania” een 
kapitaal van f 3000, uit te betalen als de zoon 18 jaar 1 
geworden is; hij moet hiervoor jaarlijks storten een bedrag — ; 
van f 147. | 
De ander brengt jaarlijks op diezelfde dagen f 117 naar een 
Spaarbank, die 4%, rente ’s jaars geeft, laat deze stortingen 
rente op rente aangroeien en neemt zijn geld terug op den 3 

„18% verjaardag van zijn zoon. 
Welke vader deed het slimst en hoe groot was zijn voordeel ? 
(Eindex. Gymn. Leiden, (B), 1886). 
OP: 10 7S'S"T NG; 

„In de opgave is stilzwijgend aangenomen, dat de vaders en de 

zoons na 18 jaar nog leven. 

De zoon van den eersten vader heett 18 jaar na zijne geboorte 
recht op f 3000, als zijn vader elk jaar f/147 stort. De andere 
vader stort 18 keer f 117 in de spaarbank. De waarde van de 
verschillende stortingen bedraagt samen: 

(AAT 4,OARB er 117 1,0417 Hor HE 147,04) 

=A47(1,0418 H4,0447 + H4,04)= 147 AS a 1) 

Ak 
— 3042(1,0318 — 1) — f 3119,574. 
De tweede vader ontvangt dus f 119,57 meer. 





180. Een rekenkundige reeks van 7 termen vinden, welke met 
6 opklimt; zoodanig dat de som der eerste twee termen 


gelijk is aan 5 van de som der laatste twee termen. 


cnc te indat: zn dend ne nne 


(Toel.ex. Rijks Veeartsenijschool, 1885). 
OPL O'SFS TNG, | 
Zij de eerste term a dan is de tweede a +- 6; de 6% term 
a + 30 en de 7de a + 36. De eerste twee zijn samen 2a + 6; 


de laatste twee termen 2a + 66 dus 4(2a + 6) = 2a + 66 
of. d = 7. De réeks is nu-7, 13, 19, 25. 31 nad A 


vet dik ite dr enn he a 5 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


IX. Men vraagt den inhoud eens driehoeks uit te drukken in zijne 
drie hoogtelijnen. 


Eene KORTERE OPLCSSING dan op blz. 33. 


Zijden van den driehoek a, b, e. Loodlijnen daarop a, B, y. 











Nu is Des OE EE 
et P Y 
Dus is: s=i(— ADE 
EP Y 








a 8 y 
si Een 
Ne 
1 
s—e=l( 5 Tl eran, 
a TE Y 





vermenigv. 


Ta Td (= tart) (enz.) 
FG) Ce) 
(a) (+ TT —). Zero. 


XI. Men vraagt in een gegeven driehoek een rechthoek te be- 
schrijven, welks diagonaal een maximum of minimum is. 


Be WB DE B OPN 0 NS, ST Ni G. 


In de eerste oplossing van dit 
vraagstuk op blz. 65 kan men 
nog in zooverre een wijziging aan- 
brengen, dat men eene andere 
methode toepast bij het bepalen 
van het minimum der functie, 
welke de diagonaal voorstelt. 

Onder verwijzing naar de eerste 
oplossing heeft men namelijk: 


me en 





De Vriend der Wiskunde, II. | 11 
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22 2h2___ Oh? 22 
ra + b2h Whe + ber 0 
n? 
h2a2J-b2h2— Whe + ble? —= min.? 
(b2 + h?) 2 — Uh + bh? —= min.? 
Noemt raen nu de onbekende minimum-waarde dezer functie 
me, dan is: 
(bet h2)e?2 — Whe + (bh? — m) = 0 
à MWbhz b2h? — m 


OA in meen VOE Ne en 
b2+-h? E b2+-h? 


rn bh En 
beth? (beHhy2 bet ht 
bh EEEN ARE 
En Un DE ( En 
EON VE 
brt mr nl 


Daar «& bestaanbaar moet zijn, en dus ook de wortel, voor- 
komende in het 2êe lid dezer vergelijking , heeft men de voorwaarde : 


ns | 

m = EE EEN waaruit volgt dat mm de Kleinste waarde be- 

=P 
b2h3 

Deikt Als ME 

| DF h? 

b2h 
Alsdan heeft men echter tevens: © = —______ 
b2 + h? 


welke uitkomst dezelfde is als die der eerste oplossing. Opmerking 
verdient, dat deze methode, berustende op beschcuwingen aangaande 
de bestaanbaarheid der wortels van een vierkantsvergelijking, ons 
tegelijk de minimumwaarde der functie zelve doet kennen. 

Voor dergelijke algebraïsche behandeling van de theorie der 
maximum- en minimum-waarden zij verder verwezen naar: 

Versluys, Leerboek der algebra III, $ 187—205. 

Brogtrop , Elementaire algebra S 233—242 

Smits, Algebraïsche vraagstukken III, blz. 61 en 62. 

WE K, 


DERDE OP LOSSING. 


C. Kuapper, Kz. Lrb. d. Mtk., Derde druk, $ 356. 


N 
seminidet  de it - . 
"rg Gr EE Ee Per 


mitsen 7 à 
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XV. Door het snijpunt van twee cirkels eene rechte lijn te trek- 
ken, waarvan door de twee cirkels koorden worden af- 


gesneden, wier verhouding gegeven is. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 25, n0.7.) 2 P.D 


Or Bla SS, TaNeG: 

Laten M en N de middelpunten 
zijn van twee cirkels, die elkaar in 
P en P/ snijden, en laat gevraagd 
worden om door P een lijn te trek- 
ken, waarvan door de beide cirkels 
koorden worden afgesneden, die zich 
verhouden als twee gegeven lijnen p enq- 

Onderstellen wij dat de lijn AB aan de vraag voldoet, en dus 
AP : BP = p :g. Trekt men dan de stralen AM en PM en 
uit B een lijn BC // AM, die het verlengde van MP in C ontmoet, 
dan zijn de driehoeken AMP en PBC gelijkbeenig en dus PC = BC. 
Bovendien is: AAMP v APBC 

MBI POESANB EE RB ==. 0:70 
zoodat PC — BC een vierde evenredige is tot p, q en MP. Dit 
leidt tot de volgende constructie: } 

Trek den straal MP en verleng dien met een stuk PC, gelijk 
aan de 4° evenredige tot p,‚, g en MP. Beschrijf uit C als mid- 
delpunt met PC als straal een cirkelboog, die den omtrek van cir- 
kel N behalve in P, nog in B snijdt, en trek door P de lijn BA, 
dan zal deze de gevraagde zijn. 

De eindpunten A en B der koorden, door de cirkels afgesneden, 
vallen hier aan, weerszijden van P. Het is echter niet moeielijk 
om in te zien, datjnog een andere lijn PD aan de vraag zal vol- 
doen, waarvan door de cirkels koorden worden afgesneden, wier 
eindpunten D en E aan denzelfden kant van P gelegen zijn. Om 
deze lijn PD te construeeren, heeft men slechts de geconstrueerde 





4° evenredige op den straal MP zelf af te passen (en niet op zijn 


verlengde), uit het verkregen punt F als middelpunt met FP als 
straal een cirkelboog te beschrijven, die den omtrek van cirkel N 
in E snijdt en door E de lijn PD te trekken, VOA Hee 


XVI. Construeer een driehoek, waarvan gegeven is de grondlijn , 


de tophoek en de som der hoogtelijnen op de beenen. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 25, n°. 14.) 2 P. 
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OB LOSS TENG: 


Zij AABC de gevraagde À met ZA 
als tophoek, BD Ll AC, CE L AB, 
BF = AC, FG 1 ACen BH //'AC 
dan is FG = BD —+ CE. 

(Zie: Versluys, Meth. opl. mtk vrgst.S 12). 

Van AAFG zijn nu FG, ZA en ZG 
— 90° bekend, zoodat hij geconstrueerd 
kan worden , waardoor AF =AB—+ AC 
SR bekend wordt. AABC is nu te constru- 
“ eeren. (Zie: Versluys, Meth., 8 7.) 
Anth. Geertsema Beckeringh. 





XVIII. Een kapitaal van a gulden moet in drie deelen worden ver- 
deeld; nadat het eerste gedeelte l jaar, het 24° gedeelte 
m en het 3d gedurende » jaar op samengestelden interest 
heeft gestaan tegen 5%, ’sjaars, moeten die deelen tot 
gelijke sommen zijn aangegroeid. Bereken die deelen. Na 
de algemeene oplossing a == 25000, l = 10, m — 8 
en n — 6 te stellen en met behulp van log, het kleinste 
deel te berekenen. | 

(Hoofdacte-examen, Leeuwarden, 1885.) H. K. 


OP B OPN 0. 


Noemen we het eerste deel x# gulden en het tweede deel y gulden, 
dan is het derde deel a — w — y gulden en bedragen de res- 
pectieve kapitalen + interesten  X 4,05', y X 1,05” en (a— 2 — 4) 
1,05" gulden, zoodat men heeft: 

eX1,05' == y X 1,057, zw X105! = (a —@ — y) 1,05" 

Wes AOT (1,05: + 1,05") @ 41,05" =1,05"a 
(1,05 + 4,05") HA,05t "+" 01,05" a 
(1505! H-1505Y HAA GOD T EA SE DRE 


B 1,05” a 
4505305" ASA OT ERE 
lm n 
verder == AE O5 NEEN NN 
1,05P F1 OST AL 
1,05! a 
At y= 


1,057 T-4,05"H1,057 tn 


tn 


EE NE Ter 
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Neemt men nu a = 25000, / = 10, m = 8 en n = 6 dan 
is het 4° deel # het kleinste en heeft men: 
1,056 25000 
1,0510 + 4,058 + 4,058 
log 1,05 = 0,021189, 6 log 1,05 — 0,12713, 8log 1,05 = 0,16951 
40log 1,05 == 0,21189, _ 1,056 1,3401, 1,058=1,47745 
1,0510 — 1,62889, 


OU mn 


_ 1,056X 25000 6 log 1,05 — 0,12743 
es 444644 log 25000 — 4,39794 


log teller = 4,52507 
log 4,44644 — 0,64801 
| log # —= 3,87736 
het eerste deel bedraagt dus f 7534,60. Wi RK: 


XIX. Drie opeenvolgende termen eener rekenkundige reeks zijn 
respectievelijk door 7, 11 en 13 deelhaar. Bereken deze 
termen. S. 


OOS BING, 


Laten de getallen zijn: 7x, 11y en 132, dan is: 
dly— Te—=v en 132 —11y=v, dus: 11y — 7e =13z—11y 
of Try 1370, 
We hebben dus slechts deze vergel. met 8 onbekenden op te lossen. 
Daar 7x — 22Wy + 13z:= 0, is 72 =22y —13z en dus 


e= 32+ ze Stellen wey +z== Ip, dan isy= Ip — z 


en =p — 32 — 22 dp =p — 52. 
Nemen we in deze uitdrukking (nl. 22p — 52), p=1, dan 
kan z zijn (daar # }0): 1, 2,3 en 4. 
NOR steen a 15 vinden wòi p=, yv =0, 2de 
Voors == enz —=2; » Mn en A ee 
Voor p=4 en z=3, >» » a=l,y=4,z=3. 
Voor p={1 en z=4, » DD zE 
De gevraagde getallen zijn dan: 7X17, 11 X6, 13 X1, 
7X12, 11X5, 13 Xx 2. 
Te rar ALD Lel Sd, 
TRR TAK IATA A 
Voor ED) .kan e-zijn.: A42, 3, 4,054 6, 7 en.8. 
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We krijgen dan tot getallen: 7X39, 11 X13, 13 x1. 
7X34, A1 XA9, 13X2. 
729, 1AX14,43 X 3, 


1X 4, KX TIP 

Voor p = 3, “kan zzijn: 1, 2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 14,12, 132 
We krijgen dan tot getallen: 7X 614, 11 X20, 13 Xx1. 
7X65, 11 X197 A3 XD, 


7x 1,1 ADD AD EL 
Zoo voortgaande krijgen we alle getallen, die aan het vereischte 
voldoen. Ook wanneer we nemen: p =— 1, — 2, — 3, enz. 
A. van Gemeren, Wz. 


XX. Wat is in P/(a —e) W/we —b)= (a —b)- 
(Hoofdacte ex. Den Haag, 1883.) H.K. 
OPEN OUSE EE MR 


Zi / nn 








(a 
— b sj bt 
hat Ae Beed —) 
y ( / en 
— b 
Stel BRT el 
i / a—b 9 
dan is Wa=y)ry=l 
1 Se 
: 5ys — 1043 + 1042 — 52 = 0 
9 yr Wyt =0 
yi) Gt= gt =0 
„=0 y—1i=0 y—yhl=0 
ef 1 
ee: == 0 == 4 (AE ek 
y EEn Ja 9 5 ( V—3) 


° AD 1 
oe VS nies En 2 sds 








EE = 54/3) 


ab 


oe sn (46 — 1 
a—b 


er iS sini 


rf) Nn 


È 
EE pa 


ij 


a. OE ch 


EN, 


a make in bef TE en 


pe 1 A Ae d 
=D 
mbt a) 


Rn Dn en U nea) 


Op dezelfde wijze vindt men ten laatste : 


ar Lat HVB) Sb VE 


9e: 
De vergelijking heeft dus de volgende vier wortels : 
gls een blik Vd) 
Ly = U 2 2 
mma +3) + 5d ERR 


WBK 


INGEZONDEN. 
146. Construeer een /\, waarvan de 3 zwaartelijnen gegeven zijn. 


Op pag. 112 van »De Vriend der Wiskunde” is bij de oplossing 
van N°. 146 gezegd: dat waarschijnlijk geen oplossing zou te vin- 
den zijn, indien niet vooraf aangenomen werd, dat de drie medianen 
elkander in 1 punt ontmoeten, en elkander verdeelen in stukken, 
die zich verhouden als 1 : 2. (Versluys, Meth. $ 100). 

Het onderstaande is eene proeve om aan te toonen, dat die con- 
ditiën overbodig zijn. | E. 

Geg. AD, BE, CF zijn me- 
dianen, waardoor AF —= FB, 
GD Ber AE == EC; 

4. Trek nu ED, dan is ED 
—Â_ AB; óok DF, beschrijf 


ed 





op AF AAHF met AH = EB 
Ek DEP en HF —= FD, dan is AAFH 
mn EBD, en daar AF // ED, zoo is ook AH // EB en HF | DB. 
2. Verbind B met H, dan is DBHF een parallelogram, waardoor DF 
— en // BD. 
3. Trek DH, dan is, omdat FH — en // CD. CDHF een pa- 
rallelogram, dus CF —= en // DH. 
Hierdoor zijn de zijden van AADH de 3 medianen. 
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1 


4. Omdat ADOB » ACFB en DB = Ee CB, zoo is OB 
4 ] 3 k 
zi VEB == AB en:Â0 = SAB een mediaan 
2 4 Á 


in AADH. 
Hieruit volgt reeds deze constructie : 
Vereenig de drie medianen tot een driehoek, trek daarin een 


mediaan, bijv. AO, verleng die met En AO,-dan zijn A en B 


reeds twee hoekpunten van den gevraagden driehoek , terwijl na het 
trekken van BD deze de helft is van eene der opstaande zijden. 
Opmerking. Trekt men AG == 2AO0, en verbindt men G met D 
en H, dan is ADGH een parallelogram, waarvan de zijden en eene 
diagonaal de 3 medianen zijn, terwijl de tweede diagonaal 


1 4 S 
ha maal eene zijde van den gevraagden driehoek is. 


Bovendien volgt nog: 


AADHi= NADA SUS nbdkoe eee E 
9 9 4 E. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Asten October 1887 franco bij 
den Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem worden 
ingewacht. 


_ 201. In een cirkel 6 regelmatige @ vijf hoeken beschrijven, zóó, 
dat er een concentrisch zij met den cirkel en een hoekpunt 
der andere 5 op den cirkelomtrek ligt. 


__ 9202. Bewijs, dat de rechte lijn, die het middelpunt [ van den in- 
5 geschreven cirkel van AABC met het midden E der zijde 
BC verbindt, evenwijdig loopt met de rechte lijn AD, die A 
met het raakpunt D van den aangeschreven cirkel aan BC verbindt. _ 


203. Als men op de zijden AB, BC en AC van een AABC de 


punten D, E en F neemt, zoodat AD = EAB, CE= En 


AG sens Bl En BC, en daarna AF, BE en CD trekt, 


vraagt men de grootte van den aldus ontstanen AFGH. 
H. Siersma. 


204. Men deelt de zijden AB en AC van AABC in 3 gelijke dee- 
len en trekt uit de hoekpunten CG en B lijnen naar de deel- 
punten. Welke is de verhouding van de oppervlakten der 
vierhoeken ADEF en EGHI? Zero. 


205. Het grootste stuk van een cirkelsector (waarvan de straal 
Ja en de hoek —= 30° is), dat ontstaan is, door in het 
midden van een der rechte zijden eene loodlijn op te richten, 
maakt om deze loodlijn als as een omwenteling. Hoe groot 
is de ruimte, die dat stuk doorloopen heeft? D.P, A. Verrijp. 


206. In een trapezium ABCD heeft men door het snijpunt E der 
diagonalen AC en BD, en het snijpunt F der verlengde 
schuine zijden AD en BC eene lijn getrokken, die de even- 
wijdige zijden AB en CD in de punten G en H snijdt. Be- 
wijs: a) dat AG — GB en CH = HD is, b) dat de lijn 
FH door de punten G en E harmonisch verdeeld wordt. 

(Schlömilch, Beg. d. Mtk. 1, Planim. blz. 234, n°, 220.) 
W. A. W. Moll. 





207. 


208. 


209. 


210. 


211. 


212. 
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In het grondvlak van een regelmatige vierzijdige piramide, 
waarvan elke ribbe a is, heeft men een cirkel beschreven; 
op dezen cirkel is een rechte cylinder beschreven, welks cy- 
linder vlak de opstaande ribben snijdt. In het vierkant, 
waarvan deze snijpunten de hoekpunten zijn, heeft men even- 
eens een cirkel beschreven Men vraagt den inhoud te bepa- 
len van den afgeknotten kegel, waarvan deze cirkels het 
grond- en bovenvlak zijn. 
(Eindex. Hoogere Burgerscholen , 1886). 


Uit den top van een À een lijn te trekken naar de basis, 
die meetkundig midden evenredig is tusschen de deelen der 
basis. 

(J. Kleefstra, Vrije Studie, Gem. Opg. 8). H. J. Jansen. 


Als men een getal, bestaande uit 3 opeenvolgende cijfers 
(het grootste aan de linkerhand) deelt door het getal , 
waarin die cijfers in omgekeerde volgorde voorkomen, dan 


is het quotient kleiner dan Dn Bijv. Len 3 ks 
567. B 
Bewijs dat. Zero. 


Als a en b onderling ondeelbaar zijn, kunnen a? — ab +b? 
en a + b geen anderen ondeelbaren factor gemeen hebben dan 3. 
(J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, $ 468, n°. 9). L. L. 


Een zeker kapitaal staat 8 jaar uit tegen een zekeren inte- 


rest, met bepaling, dat elk jaar 5 zal worden afgelost. 


Indien dus van het oorspronkelijke kapitaal aan in- 





terest wordt ontvangen, dan vraagt men het pCt. 
(J. Versluijs, Leb. d. Rek. III, Gem. Vrgst. n°. 96) L.L. 


Als men voor de nauwkeurige waarde 0,141 de benaderde 


waarde 0,14 neemt, wat is dan de volstrekte, wat de be- 
trekkelijke fout? En als van de waarde 2,35 de volstrekte 
fout kleiner is dan 0,005, dan is de betrekkelijke fout klei- 
ner dan? 
(W. H. Wisselink, Vragen en Oef. Theor. Rek. IIS 23, 1 en 9). 
G. A. Boes. 





913. 


‚ 214. 
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3 


wen 321 
Bereken den 40de" term van: (—- Be a1) 
(Eindex. gymn. Arnhem) 


Bij een vierkant (zijde =a) zet men op de zijden, van af 
de hoekpunten in denzelfden zin rondgaande, stukken af 


se 5 a en vereenigt men de verkregen deelpunten ; bij 


den hierdoor gevormden vierhoek handelt men op analoge 
wijze, enz. enz. 
Tot welke waarde nadert de som der inhouden van al deze 
figuren, wanneer hun aantal tot het oneindige nadert. 
(Eindex. Gymn. Leiden. (B) Algebra 1884.) 


De som van teller en noemer eener niet. vereenvoudigde breuk 
bedraagt 4875, terwijl de som van teller en noemer, wan- 
neer de breuk zooveel mogelijk vereenvoudigd is, 65 bedraagt. 
Zoo nu de som der beide noemers 3192 is, vraagt men naar 
de vereenvoudigde en de niet vereenvoudigde breuk. 

(Verg. toel.ex. Artillerie-cursus Delft, Rek, 1884.) 


Een handelaar koopt natuurboter en verkoopt die, na haar 
met eene zekere hoeveelheid kunstboter vermengd te hebben, 


‚weder voor den zelfden prijs per kilogram. Wanneer hij 


kunstboter gebruikt, die hem per kilogram ne kost van den 


prijs der natuurboter , is zijne winst ten honderd gelijk aan 
anderhalf maal de winst ten honderd, die hij maken zou 
door kunstboter te gebruiken, waarvan de prijs per kilogram 
de helft is van dien van natuurboter. Hoeveel percent kunst- 
boter bevat de waar van dien koopman? 

(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., Algebra, 1886.) 


Bereken «@ uit 





1 
de de 
de w —4) 7? 


(Lit. Math. ex., Leiden, Juni, 1886.) 


Als a, b. c, d, e‚ f en g eene harmonische reeks vormen, 
toon dan aan, dat ab: fg=a—b:f—g. 
(J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III $ 361. n0, 5.) 
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219. Drie getallen te vinden, die harmonisch evenredig zijn, zo0- 


danig dat hun vierkantswortels eene rekenkundige reeks uit- 
maken. 
J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, Gem. Vrg. 139) L. L. 


220. Van ” personen, gaf elk op zijn beurt aan ieder der overi- 


gen zooveel guldens , als ieder vóór die gift bezat, waardoor 
allen bezitters van een gelijk aantal guldens zijn geworden. 
Hoe groot is het geheel aantal guldens, dat elk vóór de 
afgifte minstens moest bezitten. 


(J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, 2e druk Gem. Vrg. 140). L. L. 
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CORRESPONDENTIE, 


S. J.; W. A. S. Uwe brieven met porto’s ontvangen. 

Ontoereikend gefrankeerde brieven worden voortaan 
geweigerd. 

H. J. Jansen, Zie n°. 146 voor n°. 20 uit Kleefsta, Vrije Studie. 

2 P. D., Hebt of vraagt ge de oplossingen dier 6 vraagst.? 

a/b; B v. Bennekom, W. Moll! Meldt mij de titels der boe- 
ken, waaraan Uwe vrgst. ontleend zijn, met opgave van S$ en n®. 

W. Kemner, ayez +biyy=e, en ax + by =c zijn twee verge- 
lijkingen om er de waarden van x en y uit te bepalen. 
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W. A. W. Moll, Twe vragen behooren in het Supplement thuis. 
L. v. H. te M. Meld me Uw naam en adres. 

Het nieuwe n°. 172, blz. 130, is door velen niet gezien. 
Enkele inzenders gelieven blz, 126 regel 1—5 v. o. te lezen. 


Toelat.ex. als Adelborst bij de Marine 1887. (°) 


Rekenen. (1 A uur.) 


De vraagstukken moeten zuiver rekenkunstig zonder behulp van 
algebra worden opgelost. Volgorde willekeurig. 
1. Hoeveel is: 


1858: 


ot 


(75 ride E—14,1025)} + 
(12B5TAL XAAG — A) 
(6,6 : 4,83) X 0,424 


2. In welk talstelsel is 3452 geschreven, als het in het 12tallig 
stelsel geschreven 588 is? 


ie 
En 


? 


3. Een jongen moet het | getal 8142530625 door een ander ge- 


tal deelen. Bij ongeluk vergeet hij de tienduizendtallen bij te 
halen en daardoor wordt zijn quotiënt 14170048 te klein. 
Wat is de deeler? 


4. Zet in het volgende cijfers op de plaats der stippen. Een ge- 
tal is deelbaar door 7, als dat het geval is met het getal, 
dat men verkrijgt als men .. maal het getal door de twee 
achterste cijfers gevormd, van het voorste gedeelte des getals 
aftrekt, of .. maal er bij optelt. Hoe komt ge aan het ant- 
woord ? ; 

5. Een wijnhandelaar heeft wijn van f 0,60 en van f 4,00 den 
liter; de hoeveelheden verhouden zich als 2 : 3. Hij mengt 
beide soorten door elkander, doet er 60 L. water bij en ver- 
koopt het mengsel met 15 pct. winst voor f 0,92 per liter. 
Uit hoeveel liter bestond elke soort ? 

6. Een winkelier verkoopt eene partij koffie in twee keer. Den 
eersten keer verkoopt hij evenveel malen 5 K.G. à 1,20, 
als den tweeden keer 2 K.G. à f 0,95 per K.G. Bij den 


C) Van deze opgaven zullen die vraagstukken geplaatst worden, van welke 
de oplossingen gevraagd worden. 


6 





163 


eersten verkoop wint hij 10 maal zooveel. als hij bij den 
tweeden verkoop verliest. Hoe groot was de geheele partij, 
als hij ten slotte f 18 wint? 


Algebra. (1Ì/, uur.) Volgorde naar verkiezing. 
Wat is de grootste gemeene deeler van : 
18a%b — 574% + 8742 — 63ab en 
8a3b + 16a?b — 62ab + 30b ? 


Ontbind in factoren: Qax +6 + 6% +5 _— 564. 


„. Verdrijf de wortelteekens uit den noemer van de breuk: 
V(aH1) Vla) + V(a +2) HV (a) 
Vat) —V(a—1)—V (a +2) + V(a—2) 


Herleid tot den eenvoudigsten vorm: 
zo V jaa (a Hbf + Sar — "| 
TVE e van 
Van een kubus is de inhoud: 140672905984512 cM3; hoe 
lang is de ribbe? 


Wat is de waarde van z in de vergelijking : 

Vetâa © Wat 2d 

Ve4b. Ve Fb 

Meetkunde. (A!/, uur.) 

‚ In de uiteinden A en B van de basis van een gegeven drie- 
hoek richt men loodlijnen op AB op. Daarna verlengt men 
de opstaande zijden door het toppunt heen; de ontmoetings- 
punten met de loodlijnen zijn D en E. Druk de verhouding 
AD : BE in de zijden des driehoeks uit. 


Van een trapezium zijn gegeven de diagonalen gelijk a en b, 
de afstand e van haar snijpunt tot de basis, en het stuk d 
begrepen tusschen een der uiteinden van de basis en het voet- 
punt der loodlijn uit het gezegde snijpunt op de basis neer- 
gelaten. Construeer dit trapezium en bereken zijne zijden. 


„ De loodlijn, op het midden der hypothenusa van een recht- 
hoekigen driehoek, verdeelt de rechthoekszijde, welke zij ont- 
moet, zoodanig in twee deelen, dat de andere rechthoekszijde 
middenevenredig is tusschen de som en het verschil dier deelen. 
Men vraagt het bewijs. — 


LAGRANGE'S 


Elementaire Mathematische Voorlezingen. 


TWEEDE VOORLEZING. 


OVER DE BEWERKINGEN DER REKENKUNDE, 


Een Oude zeide, dat de Rekenkunde en de Meetkunde de vleu- 
gelen der Wiskunde waren; ik geloof inderdaad, dat men zonder 
beeldspraak kan zeggen, dat deze twee wetenschappen de grond- 
slag en de kern zijn van al de wetenschappen, die grootheden 
behandelen. Maar niet alleen zijn zij er de grondslag, zij zijn 
er, om zoo te zeggen, ook het aanvulsel van; want, als men een uit- 
komst (resultaat) gevonden heeft, is het noodig, om van dit re- 
sultaat gebruik te kunnen maken, het in getallen of in lijnen over 
te brengen; om het in getallen over te brengen, heeft men de 
hulp van de Rekenkunde noodig ; om het in lijnen over te bren 
gen, heeft men de hulp van de Meetkunde noodig. 


Het belang der Rekenkunde moedigt me dus aan, er heden nog met 


U over te spreken, ofschoon men reeds aan de Algebra begonnen 
is. Ik zal op deze verschillende deelen terugkomen, en ik zal nieuwe 
opmerkingen maken, die zullen dienen om degene, welke ik U reeds 


voorgedragen heb, volledig te maken Ik zal bovendien de meet- 


kundige berekening gebruiken, als het noodig zal zijn, aan de be- 
wijzen en aan de methoden meer algemeenheid te geven. 


Met betrekking tot de optelling is er vooreerst niets toe te voegen 


aan hetgeen reeds is gezegd geworden. De optelling is eene be- 
werking zoo eenvoudig , dat zij gemakkelijk uit zich zelf is te be- 
vatten. Maar ten aanzien van de aftrekking, is er eene andere: 


hand 
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manier om deze bewerking te doen, die soms gemakkelijker kan 
zijn dan de gewone manier, vooral voor hen, die er aan gewoon 
zijn: het is de aftrekking in optelling te veranderen , door van elk 
cijfer van het getal, dat afgetrokken moet worden , het comple- 
ment te nemen eerst tot 10 en vervolgens tot 9. Onderstellen we 
bijvoorbeeld, dat men het getal 2635 heeft aftetrekken van het 
getal 7853; inplaats van te zeggen 5 van 13 blijft 8; vervolgens 
3 van 4 blijft 1, 6 van 8 blijft 2, en 2 van 7 blijft 5, hetgeen 
de geheele rest 5218 geeft, zal ik zeggen: 5 complement van 5 
tot 10 en 3 is 8, ik schrijf 8; 6 complement van 3 tot 9 en 5 
is 11, ik zet 1 en ik behoud 1; vervolgens 3 complement van 6 
tot 9 en 9, omreden van de achtergehouden 1, is 12, ik zet 2 
en behoud 4; eindelijk 7 complement van 2 tot 9 en 8, zoomede 
van de achtergehouden 1, is 15, ik zet 5, en ik behoud niets, 
omdat de bewerking geëindigd is, en men het laatste tiental moet 
verwaarloozen , dat in den loop der bewerking geleend was; aldus 
heeft men gelijkelijk voor rest 5218, 

Als men met grooter getallen te maken heeft, is deze manier 
zeer nuttig, omdat het dikwijls gebeurt, dat men zich vergist 
door de gewone manier van aftrekking te gebruiken, als men, om 
een getal van een ander aftetrekken, verplicht is te leenen ; terwijl 
men, volgens de manier, waarvan sprake is, nooit leent, is het 
alleen voldoende een cijfer te onthouden, omdat de aftrekking is 
veranderd in optelling. De complementen vindt men op het eerste 
gezicht; want iedereen weet, dat 3 het complement is van 7 tot 
10, dat 4 dat is van 5 tot 9, enz. Het bewijs voor de juistheid 
dezer bewerking ligt voor de hand, want het is gemakkelijk te 
zien, dat deze verschillende complementen het geheele complement 
vormen van het getal, dat afgetrokken moet worden, tot 10, 100, 
1000,..., naar dat dit getal 1, 2, 3,... cijfers heeft ; zoodat 
het eigenlijk hetzelfde is als men eerst 10, 100, 1000,... aan 
_ het voorgestelde getal toevoegde, en dat men vervolgens het afte- 
trekken getal daarvan afnam; waaruit men tegelijkertijd ziet, 
waarom men van de gevonden som der laatste gedeeltelijke optelling 
een tiental moet vernietigen. 

Voor de vermenigvuldiging komen verschillende in voor, 
die uit het tientallig stelsel ontstaan. Men weet dat, als men met 
‚10. moet vermenigvuldigen, men er een O achter moet voegen; 
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als men- wil vermenigvuldigen met 100, voegt men twee nullen bij 
het getal; met 1000, drie nullen, enz. 

Dus, als men met een evenmatig deel van 10, bivoarbenld met 
5, moet vermenigvuldigen, zou men alleen met 10 hebben te ver- 
menigvuldigen, en vervolgens door 2 te deelen; met 25, zou men 
met 100 vermenigvuldigen en door 4 deelen, en zoo vervolgens 
voor al de producten van 5. 

Als men een geheel getal met decimalen te vermenigvuldigen 
heeft „met een geheel getal met decimalen, is de algemeene regel 
de twee getallen als geheele getallen te beschouwen, vervolgens in 
het product het decimaalteeken zooveel cijfers van rechts naar links 
te plaatsen, als er decimalen in de twee getallen zijn; maar deze 


regel heeft in de praktijk dikwijls het nadeel van de bewerking 


onnoodig te verlengen: want, als men getallen heeft, die decimalen 
bevatten, zijn deze getallen gewoonlijk niet nauwkeurig dan tot 
op een zekere decimaal; dus moet men in het product slechts de 
deelen der decimalen van dezelfden rang behouden. Bijvoorbeeld, 
als het vermenigvuldigtal en de vermenigvuldiger ieder slechts tot 
2 decimalen nauwkeurig zijn, zou men door de gewone methode 
vier decimalen in hun product hebben; bijgevolg zou men de twee 
laatste, als onnuttig, en zelfs als onnauwkeurig moeten verwaar- 
loozen. Ziehier hoe men het aanleggen kan, om in het product 
slechts zooveel decimalen te hebben als men wil. 

Ik merk eerst op, dat men bij de gewone wijze van vermenig- 
vuldiging begint met de eenheden van den vermenigvuldiger, dat 
men met deze die van het vermenigvuldigtal vermenigvuldigt, enz. 
Maar niets verplicht ons te beginnen aan den rechterkant van den 
vermenigvuldiger, men kan even goed aan den linkerkant begin- 
nen; en, om de waarheid te zeggen, weet ik niet, waarom men 
deze manier niet verkiest, die het voordeel zou hebben terstond de 
cijfers van de grootste waarde te geven; want bij de vermenigvul- 
diging van groote getallen zijn het gewoonlijk de laatste rangen 
der cijfers, waarbij men het meest belang heeft; dikwijls zelfs 
maakt men de vermenigvuldiging alleen om eenige der cijfers van 
de laatste rangen te kennen; en dat is, om het in het voorbijgaan 
te zeggen, een der grootste voordeelen van de berekeningen met 
logarithmen, die altijd bij het vermenigvuldigen en deelen, zoo- 
wel als in de machtsverheffingen en worteltrekkingen, de cijfers 
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volgens de orde van hun rang geven, te beginnen met den hoog- 
sten, dat is te zeggen, door te gaan van links naar rechts. 

Door de vermenigvuldiging op deze manier te maken, zal er 
eigenlijk geen ander verschil’ in het product zijn, dan dat men 
voor eerste gedeeltelijk product zal hebben dat, welke het laatste 
— zou geweest zijn volgens de gewone methode, voor tweede gedeel- 
telijk product dat, welke het voorlaatste zou geweest zijn, enz. 

Dit kan onverschillig zijn, als er sprake is van geheele getallen 
en als men het product nauwkeurig wil hebben; maar als er deci- 
malen zijn, is het hoofdzaak in het product eerst de cijfers der 
geheelen te hebben, en vervolgens successievelijk tot die der deci- 
malen af te dalen; terwijl men volgens de gewone handelwijze met 
de cijfers der laatste decimalen begint, en successievelijk tot de cij- 
fers der geheelen opklimt. 

Om van deze methode gebruik te maken, zal men den verme- 
nigvuldiger onder het vermenigvuldigtal schrijven , zoodat het cijfer 
der eenheden van den vermenigvuldiger onder het laatste cijfer van 
het vermenigvuldigtal komt te staan. Vervolgens begint men met 
het laatste cijfer links van den vermenigvuldiger, dat men als naar 
gewoonte met elk cijfer van het vermenigvuldigtal vermenigvuldigt, 
door té beginnen met het laatste rechts, en door ver volgens naar 
links te gaan, waarbij men in acht neemt het eerste cijfer van dit 
product onder het cijfer van den vermenigvuldiger te plaatsen, en 
__de andere successievelijk links van dat. Op dezelfde wijze gaat 
men voort met het tweede cijfer van den vermenigvuldiger , door even- 
eens onder dit cijfer het eerste cijfer van het product te plaatsen 
en zoo vervolgens. De plaats der komma zal in deze verschillende 
producten dezelfde zijn als in het ver menigvuldigtal, dat is te zeg- 
gen, dat de eenheden der producten zich alle in eene zelfde verti- 
cale lijn zullen bevinden met die van het vermenigvuldigtal, bijge- 
volg, die der som van de producten of van het geheele product 
zullen nog in dezelfde lijn zijn. 

Aldus zal het gemakkelijk zijn, niet meer dan zooveel decimalen 
te berekenen, als men wil. Ziehier een voorbeeld dezer bewer- 
king, waar het vermenigvuldigtal 537,25 en de vermenigvnldiger 
27,34 Is: 
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437,25 
27,34 


8745[0 
3060/75. 
1311175 
17/4900 


11954|[44 50 





Ik heb in het product al de decimalen geschreven; maar het is 
gemakkelijk te zien, hoe men zich ontslaan kan van rekening te 
houden met die, welke men verwaarloozen wil. De verticale lijn - 
dient, om duidelijker de plaats der komma aan te wijzen. Deze 
regel schijnt me natuurlijker en eenvoudiger, dan die welke wordt 
toegeschreven aan OUGHTRED, namelijk om den vermenigvuldiger 
in omgekeerde orde te schrijven. 

Overigens is er in de vermenigvulding der getallen met decima- 
len eene zaak in acht te nemen: namelijk, dat gij naar verkie- 
zing de plaats der komma kunt veranderen, omdat, als gij de 
kommain een der getallen van links naar rechts verplaatst, gij het 
met 10 of met 100,... vermenigvuldigt; en als gij de komma in 
het andere getal even zooveel van rechts naar links doet terug 
gaan, gij het door 40 of door 100,... deelt: waaruit volgt, dat 
gij de komma in een der twee getallen naar verkiezing kunt ver- 
plaatsen, mits gij die van het andere getal evenver in tegengestelde 
richting verplaatst, gij zult dan altijd hetzelfde product hebben ; 
door dit middel kunt gij maken, dat een der twee getallen altijd 
een getal zonder decimalen is, hetgeen het vraagstuk eenvoudiger 
maakt. 

De deeling is voor eene gelijke vereenvoudiging vatbaar, want, 
daar het quotient hetzelfde blijft door het deeltal en den deeler met 
hetzelfde getal te vermenigvuldigen of te deelen, kan men de kom- 
ma in beide getallen van rechts naar links verplaatsen of omge- 
keerd, mits voor beide dezelfde richting, waardoor de deeler steeds 
tot een geheel getal kan herleid worden; dit maakt de bewerking 
oneindig gemakkelijker, omdat, als de decimalen zich alleen in 
het deeltal bevinden, men de deeling op de gewone wijze kan ver- 
richten, en in de bewerking de cijfers kan verwaarloozen , die deci- 
malen zouden geven van een rang, lager dan die, waarvan men 
rekening wil houden. 
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Gij kent de vermaarde eigenschap van het getal 9, die hierin 
bestaat, dat, als een getal door 9 deelbaar is, de som van al 
zijne cijfers ook door 9 deelbaar is. Gij kunt, door dit middel, 
aanstonds zien, niet alleen of een getal door 9 deelbaar is, maar 
ook wat de rest is; want gij hebt alleen de som der cijfers te 
nemen, en haar door 9 te deelen, dan zal de rest dezelfde zijn als 
die van het voorgestelde getal. 

Het bewijs dezer eigenschap is niet moeielijk; zij volgt uit het 
deelbaar zijn door 9 der getallen 10 min 1, 100 min 41, 1000 
min í,...; hetgeen duidelijk is, daar deze getallen zijn 9, 99, 


Als gij dus van een willekeurig getal de som van al zijne cijfers 
of letters aftrekt, zult gij tot rest krijgen het cijfer der tientallen 
vermenigvuldigd met 9, plus dat der honderdtallen vermenigvuldigd 
met 99, plus dat der duizendtallen vermenigvuldigd met 999, 
en zoo vervolgens; waaruit blijkt, dat deze rest ook door 9 deel- 
baar is. Bijgevolg, als de som der cijfers door 9 deelbaar is, zal 
het voorgestelde getal het ook zijn, en, als ze niet door 9 deelbaar 
is, zal het getal het evenmin zijn; maar de rest der deeling zal 
van beide getallen dezelfde zijn. 

In het geval van het getal 9, ziet men duidelijk dat 10 min 4, 
100 min 41 ,... alle door 9 deelbaar zijn; maar de Algebra doet 
zien, dat deze eigenschap algemeen is voor elk getal a; want men 
vindt dat 

a — 1, a? — 4, 43 — 1, at —1,..…. 
alle hoeveelheden zijn, deelbaar door a — 1; inderdaad de deeling 
uitvoerende, heeft men de quotienten 
MORREN ER teton OP Tekel AL haald arena. 

Het is gemakkelijk, daaruit te besluiten , dat deze eigenschap van 
het getal 9 geldt voor ons tientallig rekenkundig stelsel, omdat 9 
is 10 min 1 en dat, in elk ander stelsel, gegrond op de reeks 
a, a?, a3,..., het getal a — 1 dezelfde eigenschap zal bezitten. 
Dus in het twaalftallig stelsel zal het getal 11 zijn; zoodat, in 
dit stelsel, elk getal, waarvan de som der cijfers door 11 deelbaar 
is, eveneens door 11 deelbaar is. 

Maar men kan deze eigenschap van het getal 9 door de volgende 
beschouwing algemeen maken: daar elk getal, in ons stelsel, wordt 
voorgesteld door de som van eenige termen der reeks 1, 10, 400, 
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1000,..., vermenigvuldigd reder met een der negen cijfers 1, 2, 
3, 4,..., 9, is het gemakkelijk te begrijpen, dat de rest der 
deeling van een. willekeurig getal door een gegeven deeler gelijk 
zal zijn aan de som der resten der deeling der termen 1,10, 
100. 1000,... door denzelfden deeler, deze resten ieder verme- 
nigvuldigd met het overeenkomende cijfer, dat iederen term ver- 


menigvuldigt; dus als men in het algemeen den gegeven deeler 


door D aanduidt, en m,n, p... de resten der deeling der ge- 
tallen 4, 10, 400, 1000,..,:door D zijn, dan zal de rest der dee- 
ling van een willekeurig getal N, waarvan de cijfers van rechts 
naar links a, b, c,..., zijn, klaarblijkelijk gelijk zijn aan 
mm Lartebn' pn BA PNG 

Weet men dus voor een gegeven deeler D de resten me, », pd 
die slechts van dezen deeler af hangen, en die altijd dezelfde zijn voor 
denzelfden deeler, dan behoeft men alleen de resten van rechts naar 
links onder het voorgestelde getal te schrijven, en vervolgens de 
verschillende producten van ieder cijfer met: het onderstaande te 
nemen. De som van al deze producten zal de geheele rest zijn 
der deeling van het voorgestelde getal door denzelfden deeler D. 
En als deze som grooter is dan D, zal men er opnieuw de rest 
der deeling door D van kunnen zoeken, en zoo vervolgens, tot 
men tot eene rest komt kleiner dan D, die de ware rest zal zijn: 
waaruit volgt, dat het voorgestelde getal niet zonder overschot. 
door den gegeven deeler deelbaar zal zijn, dan in zooverre als de 
laatste op deze wijze gevonden rest nul is. 

De resten der deeling der termen 41, 10, 100, 1000,... door 
9 zijn altijd de eenheid; dus is de som der cijfers van een wille- 
keurig getal de rest der deeling van dit getal door 9. De resten 


der deeling derzelfde termen door 8 zijn 1, 2, 4, 0, 0, 0,...: 


dus zal men de rest der deeling van een willekeurig getal door 8 
krijgen, door de som te nemen van het eerste cijfer rechts, van 
het tweede (gaande van rechts naar links} vermenigvuldigd met 2, 
en van het derde vermenigvuldigd met 4. 

De resten der deeling der zelfde termen 41, 10, 100, 1000,... 
door 7 zijn 1, 3, 2,6, 4, 5, 1, 3,,-:, waar dezelfde resten 
altijd in dezelfde orde terugkomen; dus, moet het getal 13527541 
door 7 gedeeld worden, dan schrijf. ik het aldus met de resten 
er onder 
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13527541 
31546231 


£ 
12 
10 
42 
8 
25 
3 
3 


104 
231 


Oo io OO & 


Vervolgens de gedeeltelijke producten uitvoerende en samenvoe- 
gende, vind ik eerst het getal 104, dat de rest der deeling var 
het gegeven getal door 7 zijn zou, als het niet grooter was dan 
deze deeler; ik herhaal dus de bewerking op deze rest, en vind 
voor tweede rest 6, die de ware rest is der behandelde deellng. 

Ten aanzien van deze resten en de vermenigvuldigingen, die er 
van afhangen merk ik nog op, dat men ze kan vereenvoudigen, 
door negatieve resten aan te nemen inplaats van degene, die 
grooter zijn dan de helft van den deeler en daarvoor behoeft 
men alleen nog den deeler van ieder dezer resten aftetrekken : 
dus, inplaats der bovenstaande resten 6, 4, 5, zal men 
deze hebben 

— 1, —3, — 2; 
dus de resten voor den deeler 7 zullen zijn 
Md en DR eee 
tot in het oneindige, 
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13527541 
91231231 


Len 

6 12 

10 10 

23 3 

3 

99 

trek af 23 


Pm 


6 


Ik plaats eene streep onder de cijfers. die negatief moeten ge- 
nomen worden; ik trek de som der producten dezer cijfers met 
de bovenstaande af van de som der andere producten, zooals men 
in het voorbeeld ziet. 

Er blijft nu nog over voor iederen deeler de resten der deeling 
der getallen 4, 10, 100, 1000, ... te vinden; dit is ge- 
makkelijk door dadelijke deeling; maar men kan ze nog een- 
_ voudiger verkrijgen, door op te merken dat, als 7» de rest der 
deeling van 10 is, 72 die der deeling van 100, quadraat van 10, 


zijn zal; dus zal van #? zooveel maal de deeler afgetrokken moeten | 


worden als noodig is, om een positieve of negatieve rest te 
krijgen, minder dan de helft van dezen deeler. Zij s deze 
rest, dan zal men haar alleen met r, de rest der deeling van 10, 
moeten vermenigvuldigen, om die der deeling van 1000 te hebben, 
omdat 1000 is 100 X 10, en zoo vervolgens. 

Dus, 40 door 7 deelende, heeft men 30 tot rest, derhalve zal 
9 de rest der deeling van 100 zijn, of wel 2, door er den deeler 
7 van af te trekken; vervolgens zal de rest der deeling van 1000 
het product van 2 en 3, dat is te zeggen 6, zijn, of wel — 1, 
door er nog 7 van af te trekken: vandaar zal de rest der deeling 
van 10000 het product van — 1 met 3, d.i — 3 zijn, en zoo 
vervolgens. 

Nemen we voor deeler 414 ; de rest der deeling van 1 is 41, die 
der deeling van 10 is 10, de deeler 11 daarvan afgetrokken, heeft 
men — 41; de rest der deeling van 100 zal dus het quadraat 
van — 1 zijn, di. 1; die der deeling van 1000 zal 1 vermenig- 


nad 
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vuldigd met — 1, di. — 1 zijn, en zoo vervolgens; zoodat al 
de resten zullen zijn 

ed 0 Aes Ard Serdanes. 
tot in het oneindige. 

Daaruit volgt de bekende eigenschap van het getal 11, dat, als 
men de cijfers van een willekeurig getal beurtelings optelt en aftrekt, 
dat is te zeggen, als men de som van het eerste, derde, vijfde, 
enz., neemt en er van aftrekt de som van het tweede, van 
het vierde, enz., men de rest der deeling van dit getal door 
11 zal hebben. | 

Deze theorie der resten is zeer merkwaardig en heeft tot vernuf- 
tige en moeielijke beschouwingen aanleiding gegeven. Men kan 
bijvoorbeeld bewijzen, dat, als de deeler een priem-getal is, 
de resten van eene willekeurige reeks 4, BR OP AB IA, Vrtie 
altijd perioden vormen, die tot in het oneindige wederkeeren 
en die alle, even als de eerste, beginnen met de. eenheid, zoodat , 
als de eenheid onder de resten verschijnt, men ze tot in het on- 
eindige kan voortzetten door eenvoudig de vorige resten te herhalen. 
Men bewijst ook, dat deze perioden nooit meer kunnen bevatten 
dan een aantal termen gelijk aan den deeler min 4 ‚ of aan 
een gelijkmatig deel van den deeler min 4; maar men heeft 
nog niet a priori dit getal voor een willekeurig gegeven deeler 
kunnen bepalen. 

Wat het gebruik van deze manier betreft om de rest der dee- 
ling van een getal door een gegeven deeler te vinden, zij zou zeer 
nuttig kunnen zijn, als men verscheidene getallen door een zelfde 
getal te deelen en eene tafel der resten te maken had. Daar de 
deeling door 9 en door 11 zeer eenvoudig is, kan men haar ge- 
bruiken om als proef op de vermenigvuldiging en op de deeling te 
dienen. Inderdaad, als de resten der deeling van het vermenig- 
vuldigtal en van den vermenigvuldiger gevonden zijn, behoeft men 
alleen het product van deze twee resten te nemen, en, als het 
noodig is, den deeler een of verscheidene keeren afte trekken, men 
zal dan de rest der deeling van het product hebben, die bijgevolg 
zal moeten overeenstemmen met degene, die men door dezelfde be- 
werking vinden zou. Daar in de deeling het deeltal min de rest: 
gelijk moet zijn aan het product van den deeler en van het quotient, 
zal men daarbij dezelfde proef kunnen gebruiken. 
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De stelling, dat het ‘product van de resten der deeling der 
twee getallen door een zelfden deeler gelijk is aan de rest der 
deeling van het product dezer getallen door denzelfden deeler, 
is gemakkelijk te begrijpen. Ziehier een algemeen bewijs. Zijn 
M en N de twee getallen, D de deeler, p en q de quotienten 
en r en s de twee resten; het is duidelijk, dat men zal hebben 

M= pDoi es ANsEcpD Has, 

waaruit, de vermenigvuldiging verrichtende, 

MN = pgD? + spD + rqD + rs; 
waarin men ziet, dat al de termen deelbaar zijn door D, met uit- 
zondering van den laatsten #s, waaruit volgt, dat rs de rest zal 
zijn der deeling MN door D; men ziet daarenboven, dat, als men 
van 7s een willekeurig veelvoud van D aftrekt, zooals mD, dan 
rs — mD ook de rest der deeling zijn zal van MN door D, want, 
door de waarde van MN onder dezen vorm te zetten 

pgD? + spD 4 rgD + mD 4 rs — mD, 
ziet men, dat al de andere termen door D deelbaar zijn. 
Alzoo zal men altijd kunnen maken, dat de rest rs — mD 


minder dan D zij, of zelfs minder dan 5 door negatieve resten 


te gebruiken. 
Ziedaar alles, wat ik te zeggen had over de vermenigvuldiging 


en de deeling. 

Ik spreek U niet over de worteltrekking ; de regel is eenvoudig 
genoeg voor de vierkantswortels; en leidt regelrecht tot het doel, 
men behoeft niet in den blinde rond te tasten. 

Derde en hoogere machtswortels behoeven zelden uitgevoerd te 
worden ; bovendien trekt men ze zeer gemakkelijk door middel 
der logarithmen, en men kan de nauwkeurigheid in decimalen 
zoover voortzetten, als die der logarithmen zelf toelaat; dus met 
logarithmen van zeven cijfers kan men wortels met zeven cijfers 
trekken, en door de groote tafels te gebruiken, waar de logarith- 
men tot in 10 decimalen voortgezet zijn, kan men ook tien cijfers 
in het resultaat verkrijgen. 

Een der belangrijkste bewerkingen der Rekenkunde is die, die 
men den regel van drieën noemt, die altijd bestaat in het 
vinden van den vierden term van eene evenredigheid, waarvan de 
eerste drie gegeven zijn. 

In de gewone boeken over Rekenkunde heeft men dezen regel 
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zeer ingewikkeld gemaakt. Men heeft hem verdeeld in eenvou 
dige, rechte, omgekeerde, samengestelde regels van dricën. 

In het algemeen is het voldoende den stand van het vraag- 
stuk goed te begrijpen: de gewone regel van drieën wordt altijd 
gelijkelijk toegepast, als eene grootheid vermeerdert of vermindert 
in dezelfde verhouding als eene andere; bijvoorbeeld, de prijs der 
dingen vermeerdert in verhouding der hoeveelheid der dingen, 
zoodat, het ding dubbel zijnde, de prijs ook dubbel wordt en zoo 
vervolgens, evenzoo vermeerdert het voortgebrachte werk in ver- 
houding van het aantal der werklieden. Maar er zijn dingen, 
die tegelijk in twee verschillende verhoudingen toenemen; bijvoor- 
beeld, de hoeveelheid van het werk vermeerdert naar het aantal 
werklieden, en het vermeerdert ook naar den tijd, dien men ge- 
bruikt Er zijn andere zaken, die afnemen naarmate dat andere 
toenemen. Dat alles wordt beperkt tot eene zeer eenvoudige be- 
schouwing: dat is, als eene grootheid vermeerdert in evenredigheid 
van de vermeerdering van een of meer grootheden, en de vermin- 
dering van andere, dan is het eveneens alsof men zeide, dat de 
voorgestelde grootheid vermeerdert als het product der grootheden 
die vermeerderen in denzelfden tijd als zij, gedeeld door het 
product van diegene, die in denzelfden tijd verminderen, Dus als 
het resultaat van het werk vermeerdert naarmate er meer werkers 
zijn en zij langer werken, en als het vermindert naarmate het, 
werk moeielijker is, dan zal men zeggen, dat het resultaat 
evenredig is aan het aantal werkers, vermenigvuldigt met het 
getal, dat den tijd uitdrukt, en gedeeld door het getal, dat de 
moeielijkheid van het werk meet of uitdrukt. 

Men moet echter op eene zaak letten, namelijk dat de regel 
van drieën eigenlijk alleen toegepast kan worden op dingen, die 
altijd in eene constante verhouding vermeerderen. Bijvoorbeeld, 
men onderstelt dat, als een man in een dag eene zekere hoe- 
veelheid werk verricht, twee mannen er het dubbel van zullen 
doen, drie mannen het drievoud, vier het viervoud, enz. Dat zou 
ook anders kunnen zijn; maar in de leer der evenredigheden, 
onderstelt men het, anders zou men ze niet wettiglijk kunnen 
gebruiken. | 

Als de wet der vermeerdering en der vermindering veranderlijk. 
is, is de regel van drieën niet meer toe te passen, en de gewone 
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Rekenkundige regels zijn onvoldoende. Men moet dan hulp hebber 
van de Algebra. 

Als een ton van een zekeren inhoud leegloopt in een zekeren 
tijd, zou men zich bedriegen, indien men er uit wilde besluiten „ 
dat een ton met een dubbelen inhoud den dubbelen tijd zou noodig 
hebben; want zij zal in een korteren tijd leeg zijn. 

De wet van het leegloopen volgt geenszins eene constante even- 
redigheid, maar eene veranderlijke, die minder wordt, naarmate: 
er minder vocht in de ton blijft. 

In de Mechanica zult ge zien, dat in de eenparige bewegingen, 
de doorloopen ruimten constant evenredig zijn met den tijd. In 
een uur wandelt men een mijl, in twee uren zal men er twee 
doen ; maar een steen, die valt, zal niet dezelfde evenredigheid 
volgen, en als hij in de eerste seconde 15 voeten doorloopt, zal 
hij er in de tweede seconde 45 doorloopen. 

De regel van drieën is niet toepasselijk dan in het geval der 
constante verhouding. Dit is het geval met de meeste zaken van 
het dagelijksch leven. In het algemeen is de prijs altijd geëvenre- 
digd naar de hoeveelheid der dingen; zoodat, als een ding zooveel 
kost, twee dingen het dubbeltal zullen kosten, drie het drievoud, vier 
het viervoud, enz. Het is hetzelfde met het resultaat van het 
werk , betrekkelijk het aantal werkers en den duur van het werk ; 
er zijn niettemin gevallen , waarin men zich ook zou kunnen vergissen. 
Als twee paarden bijvoorbeeld eene massa van een zeker gewicht 
kunnen trekken, zou het natuurlijk zijn te gelooven, dat vier paar- 
den een dubbel gewicht, zes een drievoud daarvan zouden trekken ; 
dit is evenwel niet juist, want dan zouden de vier paarden alles 
gelijkelijk en op dezelfde wijze trekken, hetgeen in de practijk bijna 
onmogelijk is. Vandaar gebeurt het, dat men dikwijls in de be- 
rekening resultaten vindt, die van de waarheid afwijken ; maar dan 
is het niet de schuld van de berekening, want zij geeft altijd nauw- 
keurig weer, wat men er in gebracht heeft. Men heeft de even- 
redigheid constant ondersteld; de uitkomst is op deze onderstelling 
gegrond: als zij valsch is, zal de uitkomst onvermijdelijk valsch 
zijn. Telkens als men de berekening heeft willen beschuldigen , 
heeft men op de berekening de schuld geladen van hem die haar 
gemaakt had: hij had valsche of onnauwkeurige gegevens gebruikt, 
het moest wel, dat de uitkomst ook valsch was. 

Onder de andere regels der Rekenkunde, verdient de zooge- 
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naamde menging rekening eene bijzondere beschouwing, omdat 
zij veel toepassingen kan hebben. Ofschoon de menging hoofdza- 
kelijk gezegd wordt van samengesmolten metalen, gebruikt men 
haar in het algemeen voor de menging van een zeker aantal din- 
gen van verschillende waarden, die een geheel van een gelijk ge- 
tal deelen en van eene gemiddelde waarde samenstellen; de men- 
ging-rekening wordt dus in twee deelen verdeeld. 

In het eerste zoekt men de gemiddelde en gemeenschappelijke 
waarde van ieder deel van het mengsel ‚ wanneer men het aantal 
der deelen en de bijzondere waarde van ieder van hen kent. 

In het tweede geval zoekt men de samenstelling zelve van een 
mengsel, datis te zeggen, het aantal van de deelen der dingen, die 
moeten gemengd of verbonden worden, als men het geheele aantal 
der deelen en hunne gemiddelde waarde kent. 

Onderstellen we bijvoorbeeld, dat men verscheidene mudden koren 
van verschillende prijzen heeft; men kan vragen, welke de gemid- 
delde prijs is: deze gemiddelde prijs moet zoodanig zijn, dat, als 
ieder mud van dezen prijs was, de geheele prijs van al de mudden 
samen nog dezelfde was; waaruit gemakkelijk te zien is, dat, 
om in dit geval den gemiddelden prijs te vinden, men eerst den 
geheelen prijs te berekenen en dien door het aantal der mudden 
te deelen heeft, 

In het algemeen zal men, als men het aantal der dingen van 
iedere soort met de waarde der eenheid van ieder ding vermenig- 
vuldigt en vervolgens de som van al deze producten deelt door het 
geheele aantal der dingen, de gemiddelde waarde hebben, omdat 
deze waarde, zelf vermenigvuldigd met het aantal der dingen de 
geheele waarde van al de dingen samengenomen weer zal geven. 

Deze gemiddelde waarde is van groot nut in bijna al de zaken 
van het leven; als men verscheidene verschillende uitkomsten heeft, 
„schept men er behagen in al deze resultaten tot een gemiddelden 
term te herleiden, die echter dezelfde geheele uitkomst voort- 
brengt. 

Gij zult zien, als er sprake zal zijn van de Waarschijnlijkheids- 
rekening, dat die bijna geheel op dit beginsel gegrond is. 

De registers der geboorten en der sterfgevallen hebben aanleiding 
gegeven tot de samenstelling der tabellen, die men Sterftetafels 
noemt, en die aantoonen, hoeveel van een gegeven aantal in een 
zelfden tijd of in hetzelfde jaar geboren kinderen, er nog leven aan 
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het einde van een, van twee, van drie jaar enz.; naar aanleiding 
daarvan kan men vragen, welke de gemiddelde levensduur is var 
een persoon van een gegeven ouderdom. 

Als men in deze Tabellen het aantal levenden op dit tijdstip 
zoekt, en men vervolgens het aantal der levenden van al de vol- 
gende tijdstippen samenvoegt, is het duidelijk, dat deze som het 
geheele getal der jaren geven zal, die de levenden tezamen op den 
gegeven leeftijd geleefd zullen hebben, bijgevolg zal men alleen de- 
som te deelen hebben door het getal der levenden, waarvan sprake 
is, op het gegeven tijdstip; het quotient zal de gemiddelde leeftijd 
zijn, of wel het aantal jaren, dat ieder persoon nog zou moeten 
leven, opdat het geheele aantal der levensjaren hetzelfde zou zijn 
en dat ieder persoon even lang geleefd had. 

Men vindt op deze wijze, door het gemiddelde van de uitkom- 
sten der verschillende sterftetafels te nemen, dat, voor een kind 
van een jaar de gemiddelde levensduur ongeveer 40 jaren is; van 10 
jaar is hij nog 40 jaar; van 20 jaar 34, van 30 jaar 26, van 
40 jaar 23, van 50 jaar 17, van 60 jaar 12, van 70 jaar 8 „ 
van 80 jaar 5, 

Men heeft bijvoorbeeld verschillende proefnemingen gedaan; drie 
proefnemingen hebben vier voor uitkomst gegeven; twee proefne- 
mingen hebben vijf gegeven; een heeft zes gegeven. Om de ge- 
middelde uitkomst te hebben, zal men 4 met 3, 5 met 2 en 4 
met 6 vermenigvuldigen. 

Deze producten zal men samenvoegen, hetgeen 28 is, en mem 
zal ze deelen door het aantal proefnemingen, dat is 6; hetgeen 


2 t . 
A= voor de gemiddelde uitkomst van al deze proefnemingen geven zal. 
3 


Overigens begrijpt ge, dat deze uitkomst niet als nauwkeurig 
kan beschouwd worden, dan voor zooveel, als men onderstelt, datal 
de proefnemingen even nauwkeurig zijn. Nochtans kunnen zij het. 
niet zijn; dan moet men rekening zoeken te houden met deze on- 
gelijkheden, hetgeen eene meer ingewikkelde berekening vereischt z 
dat is het onderwerp van verscheidene onderzoekingen, waar de wis- 
kundigen zich mee hebben bezig gehouden. 

Ziedaar hetgeen het eerste gedeelte van de mengingrekening be- 
treft; het andere deel is het omgekeerde van dit: gegeven zijnde 
de gemiddelde waarde, te berekenen hoeveel men van ieder ding moet 
nemen om deze gemiddelde waarde te verkrijgen. 


179 


De vraagstukken der eerste soort zijn altijd bepaald, omdat, 
zooals men ziet, men alleen het getal met de waarde van ieder 
ding behoeft te vermenigvuldigen en de som van al deze producten 
door het aantal der dingen behoeft te deelen. 

De vraagstukken der tweede soort zijn integendeel altijd onbe- 
paald; maar de voorwaarde van alleen positieve en geheele getallen 
voor uitkomst te hebben dient om het aantal oplossingen te beperken. 

Onderstellen we, dat men dingen van twee soorten heeft; dat 
de waarde der eenheid der eerste soort a zij, dat die der eenheid 
der tweede soort b zij, en dat men vraagt hoeveel eenheden men 
van de eerste soort en van de tweede soort moet nemen , om er 
een mengsel of een geheel van te maken, waarvan de gemiddelde 
waarde m zij. | 

Noemen we z het aantal eenheden der eerste soort, die in het 
mengsel zullen voorkomen, en y het aantal der eenheden der tweede 
soort; het is duidelijk, dat ax de waarde der x eenheden der eerste 
soort en by die der y eenheden der tweede soort zal zijn : dus 
ax + by zal de geheele waarde van het mengsel zijn; maar de 
gemiddelde waarde van het mengsel moet m zijn, dan zal de som 
der eenheden van het mengsel @ + y met m, de gemiddelde 
waarde van iedere eenheid, vermenigvuldigd, de zelfde geheele waarde 
moeten geven: dus men zal de vergelijking 

ax 4 by = ME My 
hebben; door de termen met x vermenigvuldigd in het eene en de 
termen met y vermenigvuldigd in het andere lid te brengen, zal 
men hebben 

(a — me = (Mm — by, 


en, door a — m deelende, komt er 
ent AI derd u 
a — Mm 


waaruit men ziet, dat het getal y naar willekeur kan genomen 
worden; door aan y eene willekeurige waarde te geven, zal men 
altijd eene overeenstemmende waarde van z hebben, die aan het 
vraagstuk voldoen zal, Zoodanig is de algemeene oplossing, die de 
Algebra geeft, maar als men de voorwaarde er aan toevoegt, dat 
de twee getallen x en y geheel zijn, dan kan men y niet meer 
naar willekeur nemen. Om te zien hoe men op de eenvoudigste 
manier aan deze laatste voorwaarde voldoen kan, zal men de laatste 
vergelijking door y moeten deelen, en men zal hebben 
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EM —b 
y ad — M 


Opdat x en y beide positief zijn, zullen de twee grootheden 
m — b en a — m 
hetzelfde teeken moeten hebben; dat is te zeggen, dat, als a groo- 
ter of kleiner dan m is, b integendeel kleiner of grooter dan 
zij; dat is te zeggen, dat m tusschen de twee grootheden a en b 
moet vallen, hetgeen bovendien uit zich zelf duidelijk is. 
Onderstellen we a het grootst en b het kleinst der twee prijzen, 
men zal de waarde der breuk 
m — b 
4 — Mm 
zoeken, die men, als het noodig is, tot hare eenvoudigste ge- 


daante herleiden zal; zij ze deze tot hare eenvoudigste gedaante 


.herleide breuk; het is duidelijk dat men de eenvoudigste oplossing 
zal hebben door 
x=—=Benys=A 
te nemen; maar, als eene breuk dezelfde blijft door den teller en 
den noemer met eenzelfde getal te vermenigvuldigen, is het duide- 
lijk, dat men ook 

x == nBen y —= nA 
zal kunnen nemen, » een willekeurig getal zijnde, dat men geheel 
zal moeten onderstellen, opdat x en y geheel zijn; en het is ge- 
makkelijk te bewijzen, dat deze uitdrukkingen van «& en y de 
eenige zijn, die het voorgestelde vraagstuk oplossen. Volgens de 
gewone mengingrekening zou men «&, hoeveelheid van het duurste 
ding, gelijk aan me, verschil tasschen den gemiddelden en den 
laagsten prijs, en y, hoeveelheid van het minst dure ding, gelijk 
aan ad — me, verschil tusschen den hoogsten en den gemiddelden 
prijs moeten nemen, hetgeen in de algemeene oplossing, die we 
gaven , voorkomt. 

Onderstellen we nu, dat inplaats van twee soorten van dingen 
er drie zijn, waarvan de waarden, te beginnen met de hoogste, 
a, b, e, zijn; zijn «, y‚, z de hoeveelheden, die men van ieder 
zal moeten nemen om eene menging of een mengsel te maken, 
waarvan de gemiddelde waarde mm zij. De som der waarden der 
drie hoeveelheden «x,y, z zal 

ax + by + ez 
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zijn, volgens de bijzondere waarden a, b, e der eenheid van ieder 
dezer hoeveelheden; maar deze geheele waarde moet dezelfde zijn 
als al de bijzondere waarden gelijk aan 2 waren, in welk geval 
het duidelijk is, dat de geheele waarde 

. me + my + mz 
zijn zou; dus zal men aan de vergelijking 

ar + by + ez = MT + my J- mz 
moeten voldoen, dewelke tot dezen eenvoudigen vorm 
(a — me + (bb — my + (ec — mz = 0 

herleid wordt. 

Daar er drie onbekenden in dit vraagstuk zijn, zou men er twee 
naar willekeur kunnen nemen; maar als men wil, dat zij uitge- 
drukt worden door positieve en geheele getallen, zal men terstond 
opmerken, dat de getallen 

8 a— men m—c 
noodwendig positief zijn ; zoodat door de vergelijking onder dezen vorm 
(a — Mme — (M — Cz = (Mm — b)y 
te brengen, het vraagstuk herleid zal zijn tot het vinden van twee 
weelvouden der gegeven getallen 
a — m en Mm — Cc, 
waarvan het verschil gelijk aan (m — b)y zij. 

Dit vraagstuk is altijd in geheele getallen oplosbaar, welke de 
gegeven getallen ook zijn, waarvan men de veelvouden zoekt, en 
welke het gegeven verschil dezer veelvouden zij. Daar het uit zich 
zelf vrij merkwaardig is en het in veel omstandigheden nuttig 
kan zijn, zullen we er hier eene algemeene oplossing van geven, 
afgeleid uit de eigenschappen der kettingbreuken. 

Onderstellen we dus in het algemeen, dat M en N twee geheele 
gegeven getallen zijn, en dat men er twee veelvouden xM, zN van 
zoekt, waarvan het verschil gegeven en gelijk aan D zij; men zal 
dan aan de vergelijking 

2M — zN — D 
moeten voldoen, x en z worden als geheele getallen ondersteld. 
Voort is het duidelijk dat, als M en N niet relatlef priem wa- 
ren, dat dan het getal D ook door den grootsten gemeenen 
deeler van M en N zou moeten deelbaar zijn; en na de deeling 
zou men eene dergelijke vergelijking hebben, waarin de getallen 
M en N onderling priem zouden zijn; dus wij kunnen ze reeds tot 
dezen toestand herleid denken. Ik merk nu op, dat, als men de 
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oplossing dezer vergelijking kende voor het geval, waarin het getaf 
D gelijk zou zijn aan de positieve of negatieve eenheid, men er 
de oplossing voor eene willekeurige waarde van D uit zou kunnen 
afleiden. Onderstellen we inderdaad, dat men twee veelvouden 
van M en N kenne, die pM en qN zijn, waarvan. het. verschil 
PM — qN == + 1 zij, dan is het duidelijk, dat men ze beide 
slechts met het getal D zal behoeven te vermenigvuldigen „opdat 
het verschil gelijk aan + D worde; want door de voorgaande ver- 
gelijking met D te vermenigvuldigen zal men 
PDM — gDN = + D 
hebben, als men nu deze {vergelijking van de voorgestelde vergelijking 
xM — zN =D 

aftrekt of er haar bij optelt, naar dat de term D het teeken + 
of — zal hebben, is het duidelijk, dat zij deze 

(@ F PDM — (z F qD)N = 0 
zal worden, welke dadelijk, zooals wij boven gezien hebben in het 
geval der menging van twee verschillende dingen, 

TJ pPpD=anN,zFEgqgD=nrM 
zal geven, n een willekeurig getal zijnde, zoodat men in het alge- 
meen zal hebben 

x= nN + pD en z —= nM + gD, 
waar men een willekeurig geheel positief of negatief getal voor 1 
zal kunnen nemen. Er blijft dus niets meer over dan de getallen 
p en q te vinden, zoodanig dat men hebbe 
at PMN EES | 

maar dit vraagstuk wordt gemakkelijk opgelost door de ketting- 
breuken; want wij hebben, over deze breuken sprekende, doen zien, 





dat, als men de breuk tot eene kettingbreuk herleidt, en 
er vervolgens al de achtereenvolgende breuken van afleidt, waarvan 
de laatste de breuk ee zelf zal zijn, deze verschillende breuken 


zoodanig zijn, dat het verschil tusschen twee achtereenvolgende 
breuken altijd gelijk is aan eene breuk, waarvan de teller de een- 


heid en de noemer het product der twee noemers is; dus door TE 


zal 





de breuk aanwijzende, die onmiddellijk de laatste breuk 


voorafgaan, dan zal men noodwendig hebben 


183 


LM — KN = 1 of — 1, 
naardat deze grooter of kleiner dan de andere zal zijn, dat is te 





zeggen, naardat het rangcijfer der breuk ‚ in de rij van al 


de opeenvolgende breuken, even of oneven zijn zal, vermits de 
eerste breuk dezer reeks altijd kleiner, de tweede grooter , de derde- 
kleiner enz. is dan de oorspronkelijke, die dezelfde is als de laatste ; 
dus zal men 

paer erg eK 
maken en het vraagstuk der twee veelvouden zal in alle bijzon- 
derheden opgelost zijn. 

Nu is het duidelijk dat men, om deze oplossing op het. boven- 
staande vraagstuk, dat de menging betreft, toe te passen, slechts. 
M = a— m,N=m—een D= (Mm — b)y 
te nemen heeft; zoodat het getal y onbepaald, en naar willekeur 
zal kunnen genomen worden, evenals het getal #, dat in de 

uitdrukkingen van © en z voorkomt. 


DERDE OPLOSSING van n®. 120 (blz. 21). 


Als a een positief geheel getal is, dan is de vorm a? — a 
steeds door 42 deelbaar. Bewijs dit. 


a —a=ala—1) (a +1) (a? — at) (a? at 1). 

a, a—1 en a+ 1 zijn drie opeenvolgende getallen, het pro- 
duct is dus door 6 deelbaar; nu moet nog bewezen worden, dat het 
door 7 deelbaar is. 

Als wij den factor (a? + a +1) met (74 +7), en den factor 
(a? +at1) met (7a +14) vermeerderen, wordt bij 't product 
een zevenvoud opgeteld, ’t wordt dan: 

ala — 1) (a +1) (a? + 6a + 8) (a? + 8a + 15) 
=(a—1) ala + 1) (a+ 2) (a + 4) (a + 3) (a + 5). 

Dit product bestaat uit 7 opeenvolgende getallen en is dus door 

7 deelbaar. Bijgevolg is a? — a ook een zevenvoud. Zero. 


OPLOSSINGEN 
der opgaven 181—200. 


181. In een AABC trekt men de mediaan AD. Als nu AB {AC 
is, dan is BAD > /CAD. Bewijs dit. 
(Verg. ex. Wageningen, 1887.) 


OPLOSSING. 


Trek ED // AC en DF // AB, dan is 
BD = AO en DP AB =AE 





Daar AC ” AB is dus DE ) AE 
dus ZEAD ) ZEDA terwijl /EDA —= /DAC. 
Derh. ZBAD ) ZDAC. 


182. In een cirkel wordt eene koorde door stralen in 3 gelijke 
deelen verdeeld, Bewijs, dat de boog, die de koorde onder- 
spant, net in drie gelijke deelen verdeeld wordt. 

(Verg. ex. Vaassen, 1887.) 


O P/L-O,SnS IN ./Ge 


AM =BM, AC =BD =— en AB, /MAC 
=—= ZMBD, dus AAMC £ ABMD, derh. 
ZAMC = ZBMD en boog AE — boog BF, 
In AAMD is MC eene mediaan en AM ) DM, 
dus ook ZAMC { /DMOC (zie bewijs n°, 181), 
derh. boog AE { boog EF. Boog AB wordt dus niet in 3 gelijke 
deelen verdeeld. | 





183. Wat is de verhouding van den inhoud van een regelmatig 
achtvlak tot dien van een kube, welks hoekpunten in de 
middelpunten der zijden van ’t achtvlak liggen? X 

(J. Versluijs, Vormleer voor Meergevorderden, $ 209, N°. 1 
Or OE FLENS 


„Stellen wij ons voor, dat het reg. achtvl. zoodanig is geplaatst, 
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dat een diag. staande is. Het is dan gemakkelijk te zien, dat de 
middelpunten der zijvlakken van ’t reg. achtvl. de hoekpunten zijn 


Hs 
van een kube, waarvan de ribben re zijn van de diag. van ’t acht- 


vlak. Men kan dus een kube krijgen door van een reg. achtvlak 
stukken af te snijden door platte vlakken rechthoekig op de diago- 
nalen”’ (Versluijs, Vormleer Meerg. $ 206.) 

Zij de ribbe van d achtvl. —= a, dan is de diag. — al/2 en de 


ribbe der kube —= a aV/2. Verder is I achtvl. = en a / 2. 
n 2 
Mkobatsel de dy/a home Sas 
en u (5 a ) 5 a / 
dus I achtvl. : I kube = Za? 5 ar; 
Mt Ne 


184. Bepaal de verhouding van den inhoud eener kube tot dien 
van een regelmatig achtvlak, welks hoekpunten de middel- 
punten der zijden van de kube zijn, 

(J. Versluijs, Vormleer voor Meergevorderden, $ 209, n®. 2), 


OB bs Ober ne NG. 

»Omgekeerd zijn de middelpunten der zijvlakken van een kube 
de hoekpunten van een reg. achtvl. De zijden van dit lichaam 
staan rechthoekig op de diag. der kube” (Versluijs, Vormleer 
Meerg., $ 207). De diag. van het reg. achtvl, is dus gelijk aan 
‚ de ribbe der kube. Zij ribbe kube —= a en ribbe B achtvl, =g, 











dan is diag. reg. achtvl. = a,/2 = a en a, = es Verder is 
I kube = a3 en I reg. achtvl. = en GET ee (7 7) -V 
== WAVES B dus 
6V 2 6 
3 
I kube : I reg. achtvl. = a°: 7 BOA E 

Opmerking. Denken we in dit reg. achtvl. eene kube, zooals. 
in n°. 183, dan is deze kube = van dit achtvlak —= En S ze 
ks de E der kube in n°. 184 

onl Hi) Ì H. de Groot, 
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185. Twee punten A en B liggen in eene lijn op gegeven afstan- 
den a en b van het voetpunt eener loodlijn op haar. Waar 
ligt in deze loodlijn het punt, dat de lijn AB onder den 
grootst mogelijken hoek ziet? M, a. w.: Hoe hoog moet eene 
hanglamp opgeschoven worden om op een blad papier zoo- 
veel mogelijk licht te geven ? D. P. A, Verrijp. 


OEP LAOS STEN AGE 


Er zal zooveel mogelijk licht op het papier 
vallen, als AB onder een zoo groot mogelijken 
hoek gezien wordt uit het lichtend punt. Bij 
een cirkel door A‚B en P zal dus boog AB zoo 
groot mogelijk moeten zijn, en boog AB zal zoo 
groot mogelijk zijn, als de cirkel door A,B en P 
zoo klein mogelijk is, dat is dus, als die cirkel door A en B gaat 
en met de lijn PQ maar 1 punt gemeen heeft, alzoo deze lijn 
raakt. PQ is dan = [/QA .QB = Wat. 

D. P. A. Verrijp. 





186. In een rechthoekigen A zijn de rechthoekszijden a en b, de 
hyp. ec; p deelt den / tusschen a en c, q dien tusschen 
b en ec middendoor. aas 


a? AO EN atb 
p2 q2 RT TONK Zero. 


OPLOSSING. 


Volgens eene bekende eigenschap der AA is 

















ab?e 
Ree TEE (Versluijs, Mtk. IV, $ 34, 35.) 
z GE Jz ((a + c)? — b2) = ac (a? ee ie) 
ate aje 

_ ac (2a%+ ac) __ 2d? _ Wb 
TE pd Evenzoo is q? = En Derh. 
a? Des GET 0E Te de äk atb 

p? q? Ae 2e 2e 2e 

Zero. 


187. Men laat een rechth. A, die een rechthoekszijde van 5 M. 
bezit om de hypothenusa wentelen. Wanneer de projectie 
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der bekende rechthoekszijde op de hypothenusa 4 M. bedraagt, 
vraagt men hoe groot de straal van een bol is, die den- 
zelfden inhoud heeft als het gevraagde omwentelingslichaam. 
(Eventueele wortels te trekken tot 1 decimaal nauwkeurig). 


(Eindex. Gymn. (A) Leiden, 1883). 
Pel ODS, ING. 
AC=5, AD=4, CD= |/ AC? —AD?=3, 





ADSL ABU AR SEEN 
AD Á 
2 
AaB 2 Veurne tm 
9 Á 2 
Ta d À 3 
B : Nuis de inhoud van het bchaam, 


ontstaande door de wenteling van een Á 
om een zijner zijden (AB) gelijk aan de 
Jengte van den cirkel, die door het vrije hoekpunt (C) wordt 
beschreven, vermenigvuldigd met een derde van den inhoud des drie- 
hoeks. (Van Geer, Mtk. II, $ 24). Dus: 

4 75 75 


CD ANT BO Or LE en, 
3 FTE 





Zij straal gevr. bol = R,‚ dan is I bol = ne ” R3, dus 


en Rasen 140625 en R— 24 M, 
3 7 10 


F.J, Boer. 
TWEE Der O PP) DAO SCS IN: G5 


De inhoud van het lichaam ontstaande door de wenteling van 
(ABC) om een zijner zijden is gelijk aan den inhoud van den 
cirkel, die door het vrije hoekpunt (C) wordt beschreven ver- 
menigvuldigd meteen derde van de lengte der zijde (AB), om 
welke de wenteling plaats heeft. (Van Geer, Mtk. IL S 24). 

Tomw. lich. = = CD?. s AB = — z. Verder als boven. 

Oplossing van alle inzenders. 

Door de omwenteling ontstaan 2 kegels, die met hetzelfde grond- 
vlak tegen elkaar staan, zoodat IT omw. lich. —= som der inh. dier 
2 kegels. Enz. | 
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188. Aan de uiteinden A en B van een cirkelboog ACB zijn raak- 
lijnen getrokken, die elkaar snijden in D. De punten A en 
B zijn met het middelpunt M van den boog ACB vereenigd, 
de hoek M is 45° en MA —= r. De figuur MADB wentelt 
om MA als as. Bepaal de inhouden der lichamen, die ont- 
staan door de wenteling van den AAMB, van het cirkel- 
segment ACB, en van de figuur ADBC. 

(Eindex. Hoog. Burg. Sch. 1886). 


OPLOSSING. 
AM — 7, AMB = 45°, MF =BF 


ie 8 rV2, AF = r—MF = 





R r(@ — V2), AB? = AF2+ BF? 
=r(2—WV2),AE=BG=AF, AD 
mtd bf Ln zijde omg. reg. acht- 


hoek =r(WV/2—1), 
a) Ilich. omw. AAMB =7.BF2. 


ee MA (V.Geer, Mtk. II, $ 24) 





opn gen A 

Aat 3 6 

b) De inhoud doorloopen door een cirkelsegment (ACB), dat 
wentelt om een middellijn (verlengde AM)/ buiten het segment 
gelegen , is gelijk aan een zesde van den eylinder, die tot straat 
heeft de koorde (AB), van het segment en tot hoogte de pro- 


jectie (AF) van de koorde op de as. (Versluijs, Stereom. $ 213} 
1 
IT omw. lich. cirk. segm. ACB = Ea Rn ” 


r(L—- 2). > r2—VD)= a rr (3— 2/9). 


c) IT omw. lich. ADBC = I omw. AADB — I omw. segm. ACB 
I omw.lich. AADB = ronde opp. BD . Ee (Versluis, Ster. $ 208.) 
ronde opp. BD — (AD + BF) BD. (Versluijs, Ster. S 200) 
gn ("0/2 OE 5"V2) r(V 2) erts V 2) 
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1 


1 omw. AADB = mit ve ) "2D 
ke > mr(13 — 9/2) 
1 
Lomw. lich. ADBO = — #43 — 9/2) — en mr(3 — 9/2) 


men rr(40 — 7/2). 


A. v. Gemeren Wz.; Z. V.S.; J.W.F. Meijer; J. G. Scheffer ; 
M. Simons; E. Nabring. 


189. Als de diagonalen van een rechthoekig trapezium elkaar recht- 
hoekig snijden is het kleinste been middenevenredig tusschen 


de 2 evenwijdige zijden. Bewijs dit. 
(Eindex. Gymn., Zwolle, 1886.) 


OB DOS S:I,NSG. 


ZADE + /DAE = 90°, AAGD ADAC 
— 90°, dus /ADE — ZACD derh. AABD 
wm ACD, waaruit volgt AB: AD = AD: CD. 

2PD. 





190. Om een cirkel is een regelmatige 12-hoek beschreven, wiens 
zijde 4 M. is. Men vraagt de lengte te berekenen van den 
boog eens cirkelsectors, die tot den gegeven cirkel behoorende, 
evenveel inhoud heeft als de regelmatige 8-hoek in denzelf- 
den cirkel beschreven. (Toelex. Kon. Mil. Acad. 1886.) 


OEPS BEOStSMeN GG. 
Ajn=2r(2—W3)=4 (Van Geer, Mtk. I, $ 24) 
2 
EN OMS 
55 (2 V3) 
I= 222 (Van Geer, Mtk. IT $ 25) 
boog sector : omtrek cirkel = 1, : 1 cirkel 
boog sector : nr Wr/ 2: nr? 
boog sector = A4rV/2 —=8(LHW3.V2—=42,22M 
J. v. d. Wal,Hz. & G. Verborgh; N. J. O.; E‚ Nabring. 
„De Vriend der Wiskunde”, II. 14 


je 
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Omtrek cirkel: boogsector — 360° : wo 
Zar: Ar = 360°: 


boog sector = x° = ER ‚360 —= 324° ruim. 
TT 
N. Posthumus. 


191. Eene ondoorschijnende bol, die op een horizontaal vlak rust, 
wordt door een lichtend punt, verticaal boven het middelpunt 
en op een afstand a daarvan gelegen, beschenen. Hoe 
groot is de verhouding der inhouden van het verlichte en 
het niet verlichte segment, wanneer de straal van den bol 
ris? (a — ie r = 10.) 

(Lit. Math. ex. 1886.) 


OSP :0S SIEN O5 


Trek uit het lichtend punt P raaklijnen aan 
den bol, dan is ABC het verlichte en ADB 
het niet verlichte segment. Nu is APAM 
m AAOM, dus PM : AM = AM : ON 


2 
ofa:r =r:OMen OM = ZL 








a 
CO =r — arg ER ‚en DO = 
û û, 
RE Fe ar + r° 
dq a 
I bolsegm. = 5 nh43r —h), (Zie: De Vriend der Wiskunde I 


n°. 63 blz. 175.) Dus 
% 4 ar — r? N° ar + r° 
Ibolsegm. ABC = Tens (-) é (»— ) en 
a a 











03 
2 2 
Ee vCABDe (3 =) (2-5 =) derh. 
9 a a 
Ibolsegm. ABC __ (a—r)?.(Qat-r) _ 13 
Ibolsegm. ABD (a +7)? (Qa—r) 142 


J. v. d. Wal Hz. en G. Verborgh, P. J. Blijdorp. 
Omdat alleen het boloppervlak verlicht wordt, wordt wellicht 
met het woord inhoud het oppervlak van het verlichte segment be- 
doeld. Dan heeft men 


had 


Tr 


enn in nn 
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Opp. bolsegm. ABC _ 27. OC OC #(a—r) _ 62 _ A 
Opp. bolsegm. ABD 2rr.OD OD rat) 262 4" 
2PD, Z. V.S. 


mn 








192, Een kapitaal staat gedurende 18 jaren interest op interest, 
waardoor het verdubbelt. Hoe groot is het percent? 
| (Toelex. Universiteiten, 1886.) 


Ob Lt Ogni eN 0, 


Noem het kapitaal k en het honderste deel van het percent a, 
dan is 
(1 + 18. k—= WM of (1 + a)l8 — 2, dus 
18log (1 + #) = log 2 of log log (1 + x) = log log 2 — log 18. 
log 2 =0 ‚3010300 ‚loglog 2 = 9,4786098 — 10 
log 18 = 1,2552725 
log log (RA) == 8,293337310 
log (1 +#) = 0,0167239 
rs 11030950 
x —= 0,039256en ’tpercent =3,9256 … 
E. B. J. Luitink, B. Rosier. 


193. Los x op uit 


Ve 
ie En £) 
(Ex Adspir. Administrateurs Marine, 1886.) 


Os lOeSeS EN G2 


Rev ern 
ate 2dValatr)=0 of Vlad rx) =a—r 


x(a + 2) = (a — xr)? of Zar zaten r = pt. 


Deze waarde voldoet. 
G. D. Hagenaar, E. Hindriks. 


A1 
0,08 3 — ê 1} 0,7 
$ (— 3,3 13 TE)” zin Bran 2 
494. Bereken: 





Eeten OA 0 Ei 
1 : 0,049 Ze 24 


(Ex. voor Adelborst, 1886, (Rekenen).) 
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ONRTL OIS SA NIG: 








008 mi 
900 900 … A9 Teer AE 

dardnj: gote db as EE vrg AE 
TW LDR ETR EERE B 90 90 A18 




















Bee 
18 4 
51 et 51 E Di md rn vet 0D Seen 
4: 0,049 JA kinst fz 38e 
OBA 1 za 5 1,2 En Bie Eng 
2 1 36 SCORES A RAL 
18 5 3 4 8 d 
De noemer = NG ree ee DE En 
35 36 3 14 u 7 2 
De ‘breuk: 15 dS == ner AME 1 
2 2 9 


J. van Schie en C. Visser. 


195. Een kapitaal staat tegen 5°%, ’sjaars uit. Na een jaar 
wordt een gedeelte van het kapitaal met den intrest van het 
geheele kapitaal betaald met f 1992,50. Als men nu bij 
het einde van het 2° jaar aan kap. en intr. nog f 2152,50 
moet betalen, vraagt men hoe groot het oorspronkelijke ka 
pitaal was. 

(Verg. toel.ex. Artillerie-cursus, Delft, 1884, (Rekenen).)} 


OB Lr Osei 


Aan ‘het einde van het 2° jaar betaalde men f 2152,50, waaruit 
100 


blijkt, dat er aan het einde van het eerste jaar TS Xx f 2152.50 


== f 2050 onafgelost was gebleven, 
‚ Heele kap. met zijn intr. van een jaar is dus f 2050 + f1992.50 
100 


— f 4042.50, waaruit volgt, dat bedoeld kap. = he Xx f 4042.50: 


— f 3850. 
J. v.d. Wal Hz. & G. Verborgh; T. Bouwer & J Visser 


196. Iemand wil zijn leven verzekeren, zóó dat zijn erfgenamen 


nn 


mad st 
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bij zijn overlijden f 10000 ontvangen. Hoeveel premie moet 
hij bij het begin van ieder jaar. betalen, wanneer hij naar 
de sterfte-tabellen nog 31 jaar te leven heeft en de rente op 
40/, gerekend wordt? (Eindex, Gymn. Arnhem.) 


OOS NG 


Zij p de premie. De eerste fp staat 31 jaar uit en wordt dus 
1,0431 , fp‚ de tweede fp staat 30 jaar uit en de laatste fp 
4 jaar. Derh. 4,041. p + 1,0430,p +... +1,04.p 

—=(1,0431 + 1,0430 +... + 1,04) p = 10000 
De term tusschen () is eene meetk. reeks, waarvan a= 1.04, 


AED Ba od hr SD 


r_—i 1,04 — 1 
Ek 
„Ate 26(1,0431 — 4) 
log 1,04 ==0,0170033 
31 log 1,04=—=0,5280323|log s = log 26 —=1,4149733 
1,0421—3,373124 Hog (1,0431 — 1)|— 0,3753204 
1,0431— 1 —=2,373124 log s=1,7902937 


log p = log 10000 — log S —= 4 — 1,7902937 = 2,2097263 
p=162,078. De premie bedraagt dus f 162,08. 
Deken Ms Berk. 


197. A zet zijn kapitaal uit tegen zekeren interest. B, die 
__f 10000 meer heeft dan A, zet zijn geld uit tegen 1°/, meer 
dan A en heeft dan ook f 800 meer inkomen; C, die 
f 15000 meer bezit dan A, zet zijn geld uit tegen 20/, meer 
dan A en heeft f 1500 meer inkomen: men vraagt naar 
ieders kapitaal en tegen hoeveel 0/, zij hun geld hebben uit- 
gezet ? (Toelex. Rijks Veeartsenij-school, 1885.) 


OPS ONS S/E NG. 
B f 10000 meer, 1°/, hooger f 800 meer, 
C 215000 »-2 » » 1500 » 
B 19%, van f10000 = f100, dus f700 = 1°/, over kap. A 
+ intr. A over f 10000. 
C 20/, van f15000 —= f 300, dus f1200 = 29, over kap. A. 
+ intr. A over f 15000. 
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1%, kap. A + intr. A f10000 = f 700, 

2 » DH »  » »15000 = » 1200, 
dus: intr. A over f5000 —= f 200 
dus _intr. A = 40/,, intr. B = 50, intr. C — 6/, 

10/, kap. A + 40 over f10000 —= f 700 
1°/, kap. A = f 300 
kap. A = f 30000, kap. B — f 40000, kap. C == f 45000 
P. G. van Muyden. 


198. Herleid tot den eenvoudigsten vorm 
jar Sa Va 2) Â xatir. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886). Alph. F. Ockerse. 


OPLOO SBI NG, 


î LRL ke L 1 5 zt 
Geg. vorm = (- And mr )f Xa 18 


Ue 40 NS et 
(2 gi ET 
5 tal 1 5 12 
EO RE aal ae 


Á. Eisberg.. 


199. Als » een geheel getal is, zal n(2n +1) (7n +4) 
deelbaar zijn door 6. Bewijs dat. 
(J. Versluijs, Deelbaarh., 4° dr. 1886, n°. 99). 


OPO SISrTN Get 


Voor n(2n +1) (7n +1) kan men schrijven ide, +i)(n +1 +6n)} 
= n(2n +1) (n +1) + n(2n +1) Xn; n(2n +1) XOn bevateen 
factor 6, dus moet men nu nog slechts aantoonen, dat n(n +1) 
(2n +1) deelbaar is door 6; voor n(n +1) (Qn +1) schrijft men: 
n(nt1)(n —1 nt 2)= n(n +1) (n — 1) + n(n +1) (n +2); 
(2 — 1) n(n +1) is steeds deelbaar door 6 en n(n +1) (n + 2 
eveneens, omdat het producten zijn van drie op elkander volgende 
getallen. \ N. J. 0. 
200. Rationeele getallen te vinden, die voldoen aan de vergelijkingen 

ie enn 
(Ontleend aan de Lilavati.) 
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OPLOSSING. 


Trekken we de tweede vergelijking van de eerste af ‚dan zaler 


komen Zy =z — u? 
Onderstellen we y ontbonden in 2 factoren p, q, 
Bend 
dan (z + u) (z— u) = pq? 


Stellen we zt u= 22, 2 — u=p?; 
dader Pre pinten dg n° 
2 De 

de voorwaarde, dat « ook rationeel moet zijn, doet ons veroor- 
loven de eene der onbepaalde p, g te doen verdwijnen, zoodat we 
zullen hebben #, y, z, u, uitgedrukt in functie van eene enkele 
onbepaalde, 

Daarvoor substitueeren we de waarden van y en van z in de 
eerste vergelijking 


ard p2qe—1 = (SE ) = Agh Apt ier pt 


men leidt er uit af 


2 4 À 
re 4 Agt + pt 
4 
Opdat z rationeel zij, moet 4 + 4q° + pt 
een volkomen vierkant zijn, of dat 4g* = 4p*, q = p?; 
dus Bie dt Ln ): 


Men heeft dus, voor waarde der vier onbekenden, 

© Ad, Vig Tr q 6 dlg Al 

2 | 2 2 

Door aan g eene willekeurige rationeele waarde te geven, zal 
men rationeele waarden van #, y, z, u hebben. En als men ge- 
heele waarden wil hebben voor deze onbekenden, zal het voldoende 
zijn voor q een even getal te nemen. 

Het is bovendien duidelijk, dat men het teeken zal kunnen ne- 
men, zooals men wil voor z, y, z, u. 





De Lilavati, waaraan dit vraagstuk is ontleend, geeft de volgende oplossingen : 
zit Br rd or ng 1 
z=ld (S-) Jd 
voor rationeele getallen, en 
a—=8gtd-l, y= 893 
voor geheele getallen. 
Dit laatste gedeelte der oplossing stemt alleen met de voorgaande overeen, 
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om reden, dat door y — pg te maken, men stilzwijgend onderstelt, dat 
het over geheele getallen handelt, terwijl men 242 + w? door de bekende 
methoden tot een volkomen vierkant moet maken, zonder de ontbinding in 
factoren; malfen bijvoorbeeld 


2y2 Hut = (u J- ty)2, enz. 


Een Eigenschap van het VIERVLAK. 


In het leerboek der Stereometrie van J. Versluijs, 41° druk, luidt 
vraagstuk 109 aldus: 

leder vlak, dat gebracht wordt door de middens van twee 
tegenoverstaande ribben van een viervlak, verdeelt dit vier= 
vlak in twee gelijke deelen. 
In de volgende drukken leest men inplaats van twee tegenover 
staande ribben twee paar tegenoverstaande ribben. Zeker is 
het nu gemakkelijker te bewijzen, doch ook de rneer algemeene 
stelling is waar; ziehier het bewijs: 


Zij M het midden van AD en N dat 
van BC, breng door die punten een 
willekeurig vlak, dat de ribbe AB in L, 
de ribbe CD in K snijdt, dan ontmoe- 
ten de verlegde lijnen LM en NK el- 
kaar in een punt P van de ribbe BD. 

Zal nu het viervlak ABCD door het 
vlak LMKN in twee gelijke deelen wor- 
den verdeeld, dan moeten wij bewijzen dat 

pir. CLMKN — pir. CLAM =— pir. BLMKN + pir. BMDK 

Nu behoeft men slechts loodlijnen uit C en Bop het vlak LMKN 
te denken om in te zien, dat pir. CLMKN == pir. BLMKN, 
zoodat de vraag blijft of ook de andere twee gelijk zijn. 

pir. CLAM : pir. CADB == ALAM : AADB 
» BMDK: » BADC = AMDK : AADC 
voor de gelijkheid der bedoelde piramiden is dus noodig: 
ALAM : AADB = AMDK : AADC 





of LA X AM : BAX AD = MD X DK : AD X DC 
of LAX AD:BA= AD XDK + DO 
of LA: BA = DK: DC. 


Uit een bekende eigenschap der transversalen volgt: 
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AL BP , DM DK CN … BP 


er ee en Nen 
BL DP AM CK BN DP 
waaruit gemakkelijk blijkt: AL : BL =DK :CK, 


«dus ook (AL + BL): (DK + CK) = AL : DK, 
hetgeen te bewijzen was. 
Tiel, L. van Zanten, Jzn. 


P.S. Een fraai bewijs door middel van Quaternionen vindt men 
blz. 82 van C. A. Laisant, Introduction à la méthode des 
Quaternions. 


Eene Nieuwe Constructie om eene lijn in de 
uiterste en middelste reden te verdeelen. 


' „>De rechte lijn AB == a is gegeven. Richt op 
MR haar de loodlijn BC == 2a op, halveer den hoek A 
door de transversaal AD; dan is BD gelijk aan het 
grootste stuk der in uiterste en middelste reden ver- 
deelde lijn AB. 

In AABC is: BD:CD =AB:AC=41: 5 
waaruit BD: BOZE 44 4/5 
EM dosis BD es =p 
Linz, April 1886. M. WEIDENHOLZER. 
{Grunert, Archiv. 1886, blz. 106.) 





SOPHISME. 


Bewijs, dat vier grooter dan twaalf is. 


75 
en —_8—=— 8 
dus 7—-8)5—8 
na herleiding —_1j—8. 
Nu is =d 
dus EDE) 4) 


of 4) 12. 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Asten December 1887 franco bif | 


221. 


222. 


223. 


224. 


225, 


226. 


den Redacteur A, J. VAN BREEN te Arnhem worden 


ingewacht. 





Theorema van EuLER en van STEWART. Als men in eer 
driehoek ABC een punt D der zijde BC met het hoekpunt. 
A door eene rechte lijn AD verbindt, dan is 

BD . AC? + CD . AB? == BO(AD? + BD . CD). 


Theorema van R. Horre. In een vierhoek liggen het 
zwaartepunt van het vlak van den vierhoek, het zwaarte 
punt der hoeken en het snijpunt der diagonalen in genoemde 
volgorde op eene rechte lijn, wier aldus begrensde stukken: 
zich verhouden als 1 tot 3. 


Als men in een willekeurigen vierhoek ABCD door de mid- 
dens IT en K van ieder der diagonalen eene evenwijdige lijn 
aan de andere trekt, en men dan haar snijpunt N met de 
middens E‚ F‚, G, H der zijden van den vierhoek veree- 
nigt, zal hij in vier evengroote vierhoeken verdeeld zijn. 


Stelling. Als men op de zijden van een willekeurigen drie- 
hoek buitenwaarts gelijkzijdige driehoeken construeert en 
men verbindt de toppen dezer driehoeken met de overstaande 
hoekpunten van den oorspronkelijken driehoek, dan snijden 

die lijnen elkander in êén punt. E. 


Stelling. Trekt men in een ingeschreven vierhoek eene di- 
agonaal en in elk der daardoor gevormde driehoeken een 
cirkel; trekt men evenzoo nog twee cirkels in de driehoe- 
ken door de tweede diagonaal gevormd, dan zal de vier- 
hoek gevormd door de verbinding der vier middenpunten 
een rechthoek zijn. E. 


Wanneer men om een willekeurigen driehoek een cirkel be- 


227. 


228. 


229, 


230, 


231. 


232. 
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schrijft en uit het middelpunt daarvan loodlijnen op de 3 


zijden laat vallen, dan is de som dier loodlijnen gelijk aan 


de som der stralen van-den om- en ingeschreven cirkel. 
E. 


De veelhoek ABCDEFG is beschreven in het trap. HIKL. 
Men vraagt het oppervl. van dien veelh. te berekenen, als 
men weet: HB — 34, BO = 85, CI = 17, JD —= 42, 
NNS dd ER OI EL =5. 20, LO 20 
ee LOOF Sr0d: 

Charles Hutton, Treatise of Mensuration, London 1788, 
Part. 2, section 2, page 168, Question 24. Zero. 


Te bewijzen, dat het verschil der deelen, waarin de basis 
eens driehoeks door de loodlijn uit den top verdeeld wordt, 
tot het verschil der opstaande zijden in reden staat, als 
dezer som tot de basis. 

(Kempees, Mtk. I, n°. 124). a/b. 


In elken vierhoek is de som van de vierkanten der diago- 
nalen gelijk aan het dubbel van de som van de vierkanten 
der lijnen, die het midden van de overstaande zijden van 
den vierhoek vereenigen. 

(Verg. ex. Harderwijk, 1886.) WA; We Moll, 


Bewijs, dat de som der stralen van de aangeschreven cirkels: 
van een , verminderd met den straal des ingeschreven 
cirkels, gelijk is aan viermaal den straal des omgeschreven 
cirkels. (J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrg. S 40, ne. 1.) 
arb: 


Zoek de som van de 1‘ termen der reeks: 
Det OLO DD IkO AAD 1 enz. 
J. M. Noël, Traité d'Algèbre élémentaire, 3e éd. 
_ Luxembourg 1834. Zero. 


(et + Wey + A22) (yt + Way? + a2?) = 442 — b2) 

(bt e)2x2y? en #3 Hyt=2ery. Bereken w en y. 

(V. Lankeren Matthes en Tesch, Alg. Vrgst. naar Heis, 
S 62 n°. 67.) NEI: 


233. 


234. 


235. 


(G.A. 


236. 


237. 


238. 


239. 


240. 
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Bewijs, dat de volgende vormen ongelijk zijn 


Za? + ab + 22 EN arb? 
3(a + 5) 9 


Bewijs abc ) (a + b — ce) (ate —b)(b4-e—a) als a, b 
en c niet alle drie gelijk zijn. 
(J. Versluijs, Lrb. d. Alg. III, Gem. Vrgst. 4). Zero. 


Elk getal bestaat uit de som van eenige machten van 2; 
zoodanig , dat elke macht slechts eenmaal in ieder getal 
voorkomt. 

Vorsterman van Oijen, Deelbaarh., S IX, no. 11.) W. A. W. Moll. 


© en y op te lossen uit de volgende vergelijkingen: 
3 ys 1e dy =0 en zy=3. 
(Eindex. H. B. S., 1887.) 


Twee kapitalen, die f 2000 verschillen, staan uit, het eene 
tegen 1 pCt. meer dan het andere. Kon men de percenten 
verwisselen dan zouden zij per jaar evenveel rente opbrengen. 
Nu echter brengt het eene f 120 per jaar meer op dan 
het andere. 
Hoe groot waren de kapitalen en tegen hoeveel staan zij uit 2 
(Ex. Kon. Mil. Acad., 1887.) 


Los # op uit: Wx2+3 mi Vr+8 il 


(Eindex. Gymn. Arnhem, 1887.) 


Hoe laat zal het precies zijn, als na 3 uur de wijzers van 
een uurwerk voor de eerste maal in elkanders verlengde staan ? 
(Verg. toel.ex. artillerie-cursus, Delft, Rek. 1886.) 


Cit twee plaatsen A en B, die 3,6 KM. van elkander ver- 
wijderd zijn, reizen twee personen elkaar te gemoet. 
Wanneer ‘de eerste 10 minuten vroeger vertrekt en per 
minuut 45 M. meer aflegt dan de tweede, vraagt men hoe- 
veel Meter ieder per minuut moet afleggen , willen zij el- 
kaar op 900 M. afstand van B ontmoeten. 
(Eindex. Gymn. Leiden, 1884.) 


201 


Vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN, 


Zie blz. 162, Toel.ex. als Adelborst, 1887. 
Rek. 1, 9, Alg. 1, 2, 3, Mtk. 1, 3. 
D. v. C Az.; R. R. Verburgt. 


Ex. Kon. Mil. Academie 1887. (*) 
EERSTE DAG. 
Rekenen. (1Ì/, uur.) 
4. Bereken de waarde van x uit: 
al ond 
En & le H1,5 — 19+ 4,3 ) 
18,12, 024 — 237 
(„22438 X 1604 aon 
( 263 ). 


9. Een getal van drie cijfers wordt op een ander getal gedeeld ; 
het quotient bestaat uit vier cijfers, waarvan het cijfer der 
tientallen eene O is. De rest der deeling is 251, en de ach- 
tervolgende aftrekkers 966, 3381 en 2415. Wordt gevraagd 
naar deeler, deeltal en quotient ? 


3, Reeds geplaatst onder n°. 237, 


Stelkunde (1Ì/, uur). 


1. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 


W3-3 UMV] Kek 
v| 24V(4+2W3) e: ZHV(4—2W3) 
—_y 13 
BAE OIS 


2. Bepaal x,y en z uit: 
ety=zjrtdyt=5zt; wt ys tzt =8. 


3. Een rentenier bezit op 1 Januari 1885 een zeker kapitaal, 
dat hij tegen zoodanige rente heeft uitgezet, dat bij het einde 


() Van deze vraagstukken zullen die opgaven geplaatst worden, van welke 
de oplossingen gevraagd worden. 
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des jaars kapitaal en rente samen f 49920 bedragen. In eene 
belasting op het inkomen, die geheven wordt naar iemands 
inkomsten over het afgeloopen jaar, wordt hij in den aanvang 
van 1886 aangeslagen voor f 76.80. Zoo nu het percent der 
inkomstenbelasting hetzelfde is als het percent der door hem 
genoten rente, vraagt men dit percent en het bedrag van zijn 
kapitaal op 1 Januari 1885 te berekenen. 


TWEEDE DAG. 


Meetkunde (2 uur). 


1. In een regelmatigen achthoek worden alle diagonalen getrok- 
ken tusschen de hoekpunten tusschen welke nog twee andere 
gelegen zijn. Men vraagt te bewijzen, dat deze diagonalen 
wederom een regelmatigen achthoek insluiten en den straa} 
van den ingeschreven cirkel van dezen laatsten te berekenen, 
wanneer de zijde van den eersten —= a is. 


2. Van een driehoek zijn gegeven: Je de hoogte, 2e een kwa- 
draat, dat denzelfden inhoud heeft als de driehoek en 3e de 
lijn, die den tophoek met het midden der basis verbindt. 

Construeer dien driehoek. 


3. Om een cirkel, waarvan de straal # is, is een vijf hoek ABCDE 
beschreven welks zijden AB, BC en CD den halven omge- 
schreven regelmatigen zeshoek van dien cirkel vormen. Be- 
reken de inhouden van de deelen, welke buiten den cirkel vallen. 


Eindex. Hoogere Burgerscholen 1887. (*) 


Reken- en Stelkunde (3 uur). 
Reeds geplaatst onder n°. 236. 


2. Een spoortrein krijgt 1 uur na zijn vertrek een ongeluk , waar- 
door hij 4 uur wordt opgehouden. Hij zet de reis voort met 
die der vroegere snelheid en komt 3 uur te laat op de plaats 
der bestemming. Was het ongeluk voorgevallen, nadat 50 
K.M. meer waren afgelegd, dan zou de trein 12/, uur te laat 
zijn aangekomen. Hoe lang is de weg? 


() Van deze vraagstukken zullen die opgaven geplaatst worden, van welke 
de oplossingen gevraagd worden. 
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Meetkunde (3 uur). 


4. In en om zeker trapezium, waarvan de evenwijdige zijden a 
en b lang zijn, kan een cirkel worden beschreven. 
Bewijs, dat de middellijn van den ingeschreven cirkel = ab is. 


2. Wanneer men in een halven cirkel twee gelijke cirkels trekt , 
die elkander, den boog van den halven cirkel en de middellijn 
raken en in het overblijvende deel , dat door de cirkels wordt 
begrensd, nog een cirkel trekt, die de drie cirkels raakt, vraagt 
men de verhouding te berekenen van den straal van den laat- 
sten cirkel en dien der gelijke cirkels, 


3, Een driehoek ABC, rechthoekig in C, wordt door eene lijn 
CD, die den rechten hoek midden door deelt, in twee drie- 
hoeken ACD en BCD verdeeld. Door het punt C wordt in 
het vlak van den driehoek eene lijn loodrecht op CD getrok- 
ken. Als de driehoek om de laatste lijn wentelt, bepaal dan 
de verhouding van de inhouden der twee lichamen door de 
driehoeken ACD en BCD beschreven. De rechthoekszijden zijn 
a en b lang. 


BebeBateds OsORrA CP EL B. 


Jong, Jz. (S. de), Hooger en Middelbaar onderwijs. Opgaven ter 
schriftelijke beantwoording opgegeven op verschillende examens 
voor hooger en middelbaar onderwijs van 1882-1886. Eerste 
stukje (12) f 0,50, Tweede stukje (74) f 0,50. Schoonhoven, 
1887, W. H. J. van Nooten. 

Versluijs (J.), Meetkundige Vraagstukken voor eenigszins gevor- 
derde of oudere leerlingen. Amsterdam, 1886, W. Versluijs, 
(372 vrgst.) f 0,60. 

Versluijs (J.), Algebraïsche Vraagstukken voor eenigszins gevor- 

‚ derden of oudere leerlingen. I (1886) (71) f 0,75, II, Am- 
sterdam, 1887, W. Versluijs, (54) f 0,60. 

Versluijs (J.), Het oplossen van Algebraïsche Vraagstukken, Am- 
sterdam, 1887, W. Versluijs, (184). f 2,—. 

Bouten (A. L. J.), Beknopte Stelkunst. Amsterdam, 1887, J. H. 
& G. van Heteren, (112) f 0,80. 

Oefeningen ter Toepassing van de Beginselen der Stereometrie. (Vrij 
naar Reior. Leiden, E. J. Brill, 1885, (40), f0,40. 


CORRESPONDENTIE. 


Blz. 155, reg. 7 v. o. staat: HF —= FD, lees: BD, 
heedsntenr 4 v:o fp. BD,-lees: BH. 


NAAMLIJST 


der Heeren en Dames, die van de opgaven 161—180 goede 
oplossingen inzonden. 


Anth. Geertsema Beckeringh, XXIII, XXIV, XXVI. 

W.J. B., 189, 192—195, 199. 

Berenaard, 187, 193—195, 197—199. 

P. J. Blijdorp, 181—188ab, 189—191, 193195, 197, 199. 

F. J. Boer, 181—184, 187, 189, 192—199. 

T. Bouwer & J. Visser, 181—184, 186—188ab, 189—199. 

D. v. C., Az, 

J. L. Grap Hellingman, 181, 182, 189, 193, 195. 

2 P, D., 181—183, 185—188ab, 189—200. 

A. Eisberg, 181—184, 186—188ab, 189—192, 194, 195, 197-199. 

A. van Gemeren Wz., 181—184, 186—200, XXI_XXV. 

K. Gouma, 181, 182, 184, 189, 191—195, 197, 199. 

H. de Groot, 181—185, XXVI. 

G. D. Hagenaar, 181—184, 186—188ab, 189, 190, 193195, 
197, 199. 

E. Hendriks, 181—184, 186, 187, 189, 190, 192—197, 199. 

Liv He SteaM. s-103404 99: 

FBA Gender Hen: XXII HE 

Jeanne, XVII. 

W. Kemner, 193, 197. 

C. Kruyt, XXIII, XXIV. 

E. B. J. Luitink, 181, 182, 187, 189, 190, 192195, 197, 
198, XXII, XXIV. 

Luctor, 192, 193. 

LB. ,/181, 182, #87,'482, 19399! 

J. W. F. Meijer, 181—189, 192—195, 197—199. 

W. Moll, 181, 189, 198. 

W. A. W. Moll, 181, 183, 184, 187. 189, 191—193, 195, 
197—199, XXII, XXIII, XXVI, XXVII 

P. G. van Muijden, 122—197, 

E. Nabring, 181—184, 186—199. 

N. J. O., 182, 187, 189—194, 196—200. 

M. Perk, 181, 182, 186, 189, 192, 193, 195—497. 

N. Posthumus, 181, 182, 184, 186, 187, 189, 190, 192—200. 

C. L. van Reusel, XXI, XXII. 

B. Rosier, 181— 184, 189— 193, 195—197, 199. 

J. G. Scheffer, 181, 182, 184, 187—190, 193—199, 

J. v. Schie & C, Visser, 181—184, 186, 187, 189—191, 193—195, 
197—199. 
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H. Siersma, XXI—XXVII. 

M. Simons, alle. 

W. A. S., 184, 184, 189—199, 

D. C. A. Smit, 187, 192—198, XXII, XXIV. 

B. H. Stomps, 181, (182 niet af), 184, 185, 189, 195, 199. 

Z. V.S., 181—184, 186—200. 

Theo, 181, 186, 189, 193, 194, 197—199. 

BE EVRAOS ANT X XIII, 

D. A. Vermeulen, 181, 182, 184, 187, 189, 190, 193, 195, 197, 199. 

X + Y, 181—184, 187, 189, 192—195,197—4199, XXII—XXIV. 

J. van der Wal Hz. & G. Verborgh, 181—187, 189—200. 

Poststempel Schoondijke ongeteekende oplossingen 181—187, 189 
190, 192—195, 198, 199. Meldt mij Uw naam. 


’ 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 





XVII. Deel het dubbel der middellijn AB in 5 gelijke deelen, be- 
schrijf op de middellijn eenen gelijkzijdigen driehoek ABD ; 
trek uit den top D eene lijn DCE, door het eerste deel- 
punt en verleng deze lijn tot zij den omtrek in E snijdt, 
dan is de koorde AE de zijde van den regelmatigen vijf- 
hoek. Bewijs dit. Als gij in de plaats van vijf n leest, 
vraagt men insgelijks het gestelde te bewijzen. 

(Moll, Verz. Vrgst. en Oef, over de Element. Wisk. 2° st., 
6° afd., S 3, ble. 73.) W. A. W. Moll. 


OPLOSSING. 


Een algemeen bewijs voor de hier bedoelde stelling is niet te ge. 
ven; hiervan overtuigt men zich gemakkelijk, door voor » succ, 
3, 4, 5, 6, 7 enz. te stellen. Men zal dan vinden, dat voor 
n = 3, 4, 6 de stelling volkomen doorgaat, voor n = 5, 7 
slechts bij benadering ‘waar is. Bovendien ‚ indien een algemeen 
bewijs te geven ware voor deze stelling, zou men eene juiste con- 
structie kunnen aanwijzen voor de zijde van den ingeschreven 
regelmatigen zevenhoek, negenhoek enz. ; terwijl, zooals bekend is, 
„De Vriend der Wiskunde” II. 15 


Kad 
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hiervoor slechts benaderende constructies. bestaan, (voor den zeven= 
hoek zie o. a. Kreling, Vlakke Meetkunde, $ 187 ; Schlömilch, 
Mtk. I, $ 30). 

Wij geven hier de bewijzen n — 3, 4, 5 en 6 stellende: 

19, N= 


Er is gegeven AC = 5 r. Stel AE =z 


Trek MD, ME, EF L AB en MG L AE. 
Men heeft nu AMDC » AEFC, dus 
DM :EF=MG:CF ... (4) 
Hierin is AM — r zijnde DM = r//3. 
EF volgt uit: 
2 Xopp. AAME = AMX EF =AEXMG 


of rX Era (*— zj ). 











Z 
MG EAO EN AM AÊL pet Om ae LE AGE EE TN 
3 Ir 3 


Vult men deze waarden in verg. (1) in, zoo vindt men: 


Ve Wa East CE zr) @ 


Ee r 


r ABN DPR 


W3: Vrt) il (5 er) 


3: (Ar. — xp?) =1 : (3x? — 872)? 
of Arp? — gt = 701 — 14Ar?a? + 19274 
284 — 1487272 + 19274 —= 0 
37 48 
gi rigid rie 0 
7 7 


e= rf 37 374898 | 
14 142 
er =r? benne! == 8r2 of 16 r2 
14 14 7 
c=rV3 of she 
Alleen de eerste waarde voldoet x=} 3 (zijde van den inge- 
schreven regelm. driehoek). 








Dat de tweede waarde, volgende uit #2 = a r2, niet voldoet, 


2 


volgt uit verg. (2) Toen 
p 


— 5 r moet positief zijn, 


Pd 
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2 
ZD of pane. 


Derhalve x? = B r2 voldoet niet. 

90, n= á, 

In dit geval, ligt ’t punt c in #7, E op het verlengde van DM, 
onmiddelijk volgt nu AE —= rV2 (zijde ing. regelm. vierhoek). 


30. Ns BEA, 
Het bewijs is als in ‘teerste geval, de figuur is iets anders, de 
hulplijnen blijven als voor n = 8. 


Na ’t trekken der lijnen MD, ME, EF L AB en MG … AE 
is. DM : EF = MC : FC (1) DM = ir en EF volgt uit: 
AM X EF —= AEX MG = 2 opp AMAE 


2 
of rex (rr) 
ME 
5 9 
EO be meten 
5 2r 


Vult men deze waarden in verg. (1) in, 
dan is 


r/3: 5 v(” — ) 


ne (5 or) 
v3: yv (1-5) 1: ln 5) 


(Br2 — 5?) W3= a (4r* — 2%) 
19924 — 24072? + 7524 = Art — zi 
16pt — Art + 19272 = 0 

















64 48 
Ls — ra? TE ri —=0. 
Be dr 
en 3648 
LN Aa 
4 SE MK 382 
64 „2 
RO NE Sn OTE 
s 38 38 K 
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Hiervan voldoet alleen #2 = —Î_ ri (61 — V73). 


38 
Bij berekening vindt men #? — 1,38039 .… r?, voor het vier- 


kant van de zijde van den ingesch. regelm. vijf hoek en rV (10 


— 2W5) vindt men 1,38196 #2, Bij benadering is dus de 
stelling juist, 


40, Nie sd 
In dit geval vindt men evenals boven werkende: 


T 2 % 2 zo? 
rV3: B 5 )= EE (5 Si ) 
Hieruit volgt de vergelijking 
1a% — 19r2r2 +194 —0. 

De som der coëfficienten van de termen dezer vergelijking nu 
zijnde, heeft men onmiddellijk als een der wortels « — 7. 

Op die wijze voortgaande zal men de juistheid der stelling kun- 
nen onderzoeken. Jeanne. 








XXI. Beredeneer, hoe groot de som der getallen tusschen 25 en 
10000 is, die door 7 gedeeld 5 en door 24 gedeeld 12 
tot rest geven. | 

(H. Radersma, Rekenb. 4 st. blz. 17 n°. 69.) :PO7 V, 


OPLOSSING. 


De getallen moeten zijn: 7-vouden + 5 en 24-vouden + 12. 
Merken we nu op, dat 7-vouden + 5 ook zijn 7-vouden + 12, 
dan kunnen we zeggen: de getallen moeten zijn 7-vouden + 12 en 
24-vouden + 12, of ook: 4168-vouden + 12. Het eerste getal 
tusschen 25 en 1000, dat aan de vraag veldoet, is dus 168 +14—=4180. 
Het tweede is 180 + 1 X 168, het derde 180 + 2 x 4168. Het 
nde is dus — 180 + (n — 1) X 168. Nu moet 180 + (n —1)X 168 
< 10000 of (n — 1) X 168 { 9820, dus n —1 {59 en n (60. 
Het laatste getal is dus het 59ste, De som dier getallen is 59maal 
het middelste getal. Het middelste getal is het 30ste. Het 30ste | 
getal = 180 + 29 X 168 —= 12 +30 X 168 — 5052. De som der 
getallen is dus —= 59 X 5052 — 60 X 5052 — 5052 — 303120 — 
5052 —= 298068. 


A. van Gemeren Wz. 
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XXII. Van eene harmonische reeks verhoudt de vierde term zich 
tot den vijfden als 5 tot 4. Als de tweede en de tiende 
of laatste term 20 verschillen, welke is dan de negende 
term dier reeks? 


(H. Radersma, Rekenb., 4° st., blz. 30, n°. 70.) P. G. V. 
OPLOSSING. 


Eene harmonische reeks van 10 termen kunnen we voorstellen door 
4 4 4 4 1 
a atv! at atv ati 
Har 1 
ad8v ’ at 
Nu is gegeven, dat: 








4 1 at 4v 5 
er EA te Ne 
a+ 3v a+ 4v at a0 Á 
of Za J 16v = 5a + 15v Obs u d. 
Tevens is gegeven, dat: | 
| 1 1 ’ 
EE IK En 
Ee 0 aar A =V 
AA $ =— 20, dus 5 Ei 0 Bee 
Za 10a 10a 50 
De negende term der reeks zal dus wezen: 
1 í REAR 5 5 
a+ 8v dte 5 9 „87 


E. B. J. Luitink. 
XXIII. Vereenvoudig 
De aen 
2 de 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Algr., 2° st, Gem. 
Vrgst., 138.) Zer: 


Eeke Chek SL NG 


DE 1 VELE 4 
en VV Er TR 17-12 2 


li CE Dhr EMD UHP) 
2 32/2 ah TR 1 


=WR-V. AVD (2-2) = VL. 
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XXIV, Vereenvoudig 


23 — Wy ye 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Alg., 2e st.,‚ Gem. 
Vrgst. 141.) 2 BD. 


OSPSL ONS 5E IEN. 0, 


Vy ve ha! yd) ye) 


Ver BWS u Ve 
WV) (y 2) (et Haf) pH 3) 
ye — 


E. B. J. Luitink. 


XXV. Los op 
GOF Zh tet Dg eG EEN 
Y — Z 1 — b 2y — 3z 
° 5z — 4b RE eD 
Ne 
(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. in de Alg., 2e st., Gem. 
Vrgst, 147.) 2 
OPLOO DS a NE GE 
ree MA an 2az — 3b 
YZ A EE 2y — 32 


ar—abr—y—byt22=0...(1); Zar — Wy 32 =3b.… (2) 
5z — 4b b 


nn a 





‚Sa? — Zay a 
3aba — by —5z —= — Áb....(3) 
Dil) an hedn ve Ke — 4y + 6z —= 6b 
8.(1).... 3ar — 3aba — 3y — 3by + 62 —= 0 
ax + 3abx — y + 3by =— 6b 
rv =(Y — 3by + 6b) : a(1 + 3b) 
5.(2).... 10ar— 10, +152 == 15b 
3.(3).... Jaber — 6by — 152 —= — 12 


10az + Dab, — 104 — 6by — 3b 
— (10y + 6by + 3b) : a(10 + 95). 
Dus U — 3b, +65): (A +35) = (10y + 6by + 35) : (10 + 9) 
of 51b+45b2— 5Tby + 45by, dus =d. 
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y — 3by + 6b 1 + 3b 4 
De h. ET mn Emden 
N 5 a(1 + 3b) a(14-3b) — a 

Uit (2) volgt z == (3b — Var + 24): 38 =b. 


A. v. Gemeren, Wz. 


XXVI. In een willekeurigen vierhoek is het product der diagona- 
len kleiner dan de som van de prodcten der overstaande 
zijden. 

(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. IT n°. 506.) H. Pp. Gj d. A 5. 


OPL. 0:85 EAN Wi 


Maak /BCE=/ACD en /CBE= /CAD. 
Omdat de vierhoek willekeurig is, zal BE 
alleen dan langs BD v allen, als om den vier- 
hoek een cirkel kan beschreven worden. We 
hebben nu ABCE « AACD, dus BC : AC 
BBA le GE GD: eer (Aj 
: Trek DE, dan is in de AACDE en 
ABC /DCE —= ZACB, en’ volgens (1) is BC : AC = CE: CD, 





dus ACDE @ AABC, derh. AC : CD = AB : DE..... (2) 
Verder is AD-BO AG: BE: ; (1) 
en AB SOR AGE DE oes (2) 


dus AB.CD +AD.BO=AC. (BE + DE) 
Nu is in ABDE BE + DE) BD, dus is 
AB .CD + AD. BO) AC. BD. H. de Groot. 


De belangstellende lezer wordt verwezen naar J. Versluijs, Handb. d. Mtk, 
EVR 0 


XXVII. Als M‚, M,, M, en M, de middelpunten, #, 74, 7, en 
r, de strälen zijn van de ingeschreven en de aangeschre- 
ven cirkels van een AABC en R de straal des omgeschre- 
ven cirkels; dan is: 

MA x MB x MO = 4Rr? 
M‚A x M‚B x MC —= 4Rr? 
M‚A x M‚B x M.C = 4Rr? 
M‚A x M‚B x M‚C = 4Rr5 
(C, Knapper, Rz., Lrb. d. Mik, I, n°, 514.) HP. G, 
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OPLOSSING, 





Zij gegeven AABC, en de 
middelp. des ing. en der aan- 
geschr. cirkels M‚, M,‚,, M, en 
M.. Laat uit die punten lood- 
lijnen neer op de zijden of hunne 


| verlengden, dan is, volgens be- 
j kende stellingen , (ten overvloede 


bewezen in Van Breen, Merkw. 


B punten en lijnen blz. 7 en ver- 


volgens), dat: 
AA, =S —a 
BB, =s—b 
CC; =s—c 
TED =8—a 
CO, =s—b 
CO, =s—a 
I 


NF 
Oi 








; 
sd 


ANAAL ENG ee td Nee ed Ge) 
Ee (8 —e)?(s—b) + s(s — €) (s — a) 
s—b 


mnd, 
mn 


(s—0) |e—9 (s—5) + s(s — a} 





s—b 


(s —c) bat) +)? —a2| 


Als — b) 


… (se X4be 


En 


bs — b) 


be (s — ce) , 
grt 


2 
AM, tm AA? rt (se — bt 


(eeb s(s—a) (s—b) 
8 —C 


(EE) 


_ 65) (se) + s(s—a) (s—b) 


Gaf 
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(s — 85) |E—9 (s—b) + s(s — | 


S= 6 


(zie de eerste teller) — se) De 
SC 


T? 
AM, 2HAC,2 tT M‚O I= sir nin sh Pe 
s(s—b)(8 —e) _— ss — a) + s(s—- b) (s — €) 


s— U s—d 
sss — a) H(e—b)(e—0)| 
s—d s—a 
op dezelfde wijze blijkt, dat: 


BM? — ac (s — a) ‚BM,?= ac (s — €) ‚BM, ?= acs 
8 — C s— U s— b 
abs 


= 83+ 


bes 











Voor Mya SLE ome ed CM‚?= 
s — b — U s—C 


Eee 25 + (s— a)(s—b)(s—ce) 


2 
MA? = MO,2 +r?=(s—0)? + 
s s 


G—ofse—@) + (ede) AE) 





s s 
zoo wordt MB? = Als), en MC? = Lae SON 
s s 
Nu is: MA X MB X MC == 4Rr? als: 


Vi be (s — 4) x ac (s — b) x ab(s — €) | 
s s s 


setters of V! ee 


4I sì sÂ 
abe X I a2b2c212 } _ abel 
Vr en 

dus is de eerste stelling waar. 
MA XMB X M‚C = 4Rr,?, als: 


be (s— b) x ze (s x abs 
V s—C s—C s—C 








abc a?b2e(s — a) (s —b)(s— Cs 
ane ED 
42 Gr (s —c)' 
„De Vriend der Wiskunde”, II 16 
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hr? í 
abel herma a2bica 1? == _abel dus 2e deel waar. 
(s RCA (s — a (s—c)ì 
Arn M,A Xx M‚B X M,C = 4Rr,?, als: 


be Beorn acs zE 4x PE abc % |E 
Vl (s— b) s—b s— 6 STR (s—b)? 
ee D abe? s(s —a) (s —b) (s — €) he abel of 
(C—5)® CD 


a2b?c2[? abel 
Ve Ess dus ook” wear. 
En Gb)? 
M‚A Xx M,B X M‚,C = 4Rr‚? als: 


aen EL 2 
Vi ac (s — €) x ab(s — b) 4x abel 








en rn Td 
Vi Jeen Cs MOE 
(s —a)' (s—a)? 
 a2b2c2T? abel 
Vi (s—a)t | at A H. Siersma. 


XXVIII. Als men een cirkel beschrijft, die door een der hoekpun- 
ten A van een parallelogram ABCD gaat en die AB, 
AC en AD in de punten E,‚ F en G snijdt, dan is: 
AB» AB-4-"AD AG AG AE 
(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, n°, 512.) J.A. S. 


OP LO 'S/S EENS 


Verbind M met A, B, C, en D, 
trek CL en MH L AD en MN …L BC, 
In AADC is AC? == AD? + CD? 

+ ZAD DLS tree (1) 

Ook is AG, CF v=e CM? — rr? of 
AC .CF — CM? +72 = 0. Evenzoo is 
AB „BE — BM? +72 = 0 
AD.DG — DM? +r? = 0 

opd. 
AB. BE +AD.DG—BM?—DM? +272=0 
of AB.BE—+AD.DG — BM? — DM? =AC.CF CM? —r?.. (2) 
(2) van (1) afgetrokken geeft | 
AD? —AD.DG+ CD? — AB. BE + BM? + DM? + 2AD . DL 
= AC? — AC.CF +'CM2 +42 
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of AD. AG + AB. AE+BM? + DM? + 2AD. DL 
= AC.AFTCM?-AM?..... (3) 
Nu is CM2=—= BM? + BC? +2BC.BN, AD —= BC, 
AM? = DM? + AD? — 2AD . DH, 
CM? + AM?— BM? + DM? + 2AD(AD + BN — DH) 
» »_ 2AD(CD — DH) 


id > 2AD(LH — DH) 
skb Rit AD olles et se de (4) 
(3) met (4) verminderd geeft 
AB. AE + AD.AG = AC. AF. H. Siersma, 


TWEEDE OPLOSSING. 


Trek EF, FG en EG, danis: ZFEG = /FAG = ZACB, /FGE 
— /FAE, dus AABC » AEFG, AB :FG == AC: EG = BC: EP, 
dus FE 2 AB.EG OT BC.EG ___ AD,EG ome 

AC AC AC 
toepassing van het theorema van PTroLEMEUS op vierhoek AEFG 
en substitutie van de gevonden waarden voor FG en EF vindt men : 
FG .AE JEF , AG = AF, EG 
AB.EG.AE AD.EG.AG — AF .EG 


AC AC 





AC 
dus AB. AE+AD.AG=AC. AF. W.E.K 
XXIX. Op een der zijden van een gegeven driehoek een punt zoo 
te bepalen, dat de afstand van dit punt tot de tweede 
zijde gelijk is aan de rechte, die dat punt met het voet- 
punt van de hoogtelijn op de derde zijde verbindt. 
(Gs Knapper, Kz, „brb. d. Mik. IT, n®'645.) J.A. S. 
OPLOSSING. 


Zij F het gevraagde punt, zoodat FG | AC en= FD. 

Trek BE L AC, dan is FG// BE. Er moet dus 
in het verlengde der loodlijn AD een punt H liggen, 
zoodat BE —= BH. Trek die lijn, alsmede HE en 
DG, dan is AFGD gelijkbeenig evenals ABEH. Dus 
BH // FD en EH // FG. 

Constructie. Trek BE | AC, verleng AD, be- 
schrijf uit B met BE als straal een cirkelboog, die 
de verlengde AD in H snijdt. Trek BH en uit D de lijn DF // BH, 
dan is F het gevraagde punt. 

Bewijs. DF // BH en omdat FG + AC is, FG // BE, derh. 
AADF « AABH, dus AF : AB =FD : BH en ook AAFG » AABE, 
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dus AF : AB=FG : BH, derh, FD: BH= FG : BE. Maar BH= BE, 
dus ook FG = FD. H. Siersma. 


XXX. Als men uit het snijpunt der diagonalen van een koorden- 
vierhoek loodlijnen op de zijden neerlaat en de voetpunten 
dezer loodlijnen vereenigt, dan ontstaateen vierhoek, waarin 
een cirkel beschreven kan worden; het snijpunt der diago- 
nalen is het middelpunt van dien cirkel. 

(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, n°. 652.) J. A. S. 
OP Ls, SS de NE 0. 

Uit het snijpunt S der diag. van dem - 
koorden vierh. ABCD zijn de loodlijnen 
SE, SF, SG, SH neergelaten op de 
zijden en de voetpunten E,‚F,‚,G, H 
dier loodlijnen vereenigd. De beenen van 
ZESH staan + op die van ZEDH, dus 
zijn die // elkaars supplementen, zoo- 
dat om den vierh. DESH een cirkel kan 
beschreven worden. Evenzoo kan zulks 
om de vierhoeken CGSH, BFSG, AESF. In den cirkel om DESH 
is ZEDS = ZEHS. Evenzoo is /SCG = /GHS. Daar nu in 
den vierhoek ABCD /EDS —= /SCG is, zal dus ZEHS = /GHS 
zijn, zoodat HS /EHG halveert, Evenzoo halveeren ES, FS, GS 
de // E‚ F,‚ G. Het punt S ligt dus evenver van de zijden 
EF, EG, GH, HE en is bijgevolg het middelpunt van den inge- 
schreven cirkel van vierhoek EFGH. Zero. 





XXXI. Een vierhoek te construeeren, als de zijden en de rechte „ 
die de middelpunten van een paar overstaande zijden ver- 
bindt, gegeven zijn. 

(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, n°. 662.) J. A. S. 

OPO SST IND 

\ Analyse. Zij ABCD de gevraagde vier 

hoek, waarin EF de middens der overst. zij- 
den AB en CD verbindt. Trek CM en DL//AB, 

EM // BC en EL // AD, dan zijn AELD en- 

BEMC parallelogrammen. Trek DM en LC, 

dan is ook DLCM een parallelogram , waarin 

de diag. CD en LM elkaar in F halveeren. 

Van AELM zijn de opstaande zijden (EL „ 
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EM) en de mediaan EF uit den top bekend, zoodat hij te constru- 
eeren is, door hem te beschouwen als de helft vaneen par., waar- 
van de basis en de dubbele mediaan de diag. zijn. 

Constructie. Construeer AEMK, waarin EK = 2EF, MK —= AD, 


EM = BCO; verleng MF met FL= MF, trek LK en LE, dan is 


MKLE een par. Beschrijf AFMC, waarin MC = 5 AB en FC 


zn 5 CD; trek CF door en maak FD == FC. Voltooi het par. 


ELDA, waardoor men A vindt. Verleng AE met EB —= AE en 
vereenig B met C, dan is vierh. ABCD de gevraagde. ’T bewijs 
zal wel overbodig zijn. - __ Zero. 


XXXII. Als men uit een punt van den omtrek eens cirkels lood- 
lijnen neerlaat op een koorde en de raaklijnen, in de uit- 
einden der koorde aan den cirkel getrokken, dan is de 
eerste loodlijn middelevenredig tusschen de beide andere. 
(C. Knapper, Kz., Lrb..d. Mtk. I,‚‚n®. 673.) J.A S. 

(Zie n°, 241). 


CREE Er CMT REN Gr, 


Om vierh. ABCD kan een cir- 
kel, omdat /B == /D == 90°, zoo 
ook om vierh. ADEF, want /D 
= ZF = 90e. Verder is ZACB 


B en be AC — ZAED, dus 
AABC x AADE, 


derh, AB:AD=AC: AE. ..(1) 


Ook is AAEF @ AACD, want ZAEF = B bg AE=—= /AOD, 





dus AF:AD = AE:AC....(2). Uit (4) en (2) volgt nu 
AB: AD =AD:AF of AD? =AB AF. 
F.P. C.de Hen; C.L. v. Reusel; J.F.S.; Zero; H. Siersma. 


XXXIIL Van een vierhoek zijn gegeven de diagonalen, twee over- 
staande zijden en de som der hoeken aan een der andere 
zijden. Men vraagt dien vierhoek te construeeren. 

(C. Knapper, Kz. Lrb. d. Mtk. I, n°. 697.) J. A. S. 
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OPLOSSING. 

Zij ABCD de gevr. vierh., waar- 
van gegeven is AC, BD, AB, 
CD, ZABC + /BCD =s. 

Trek door B eene lijn // CD, 
dan is ZEBG —= /BCD. Is nu 
s { 180°, dan is ook ZABE 
= 180° — s bekend. Maak BE 
== CD, trek DE, dan is BCDE een parallelogram, dus DE — BC. 
Verleng EB tot BF —= EB —= CD en trek FC, dan is ook BDCF 
een parallelogram, waarvan CF == BD. 


Constructie. Construeer een / == 4180° — s en maak de bee- 
nen = ABen CD, dan is ZEBA bekend. Verleng EB tot BF —= EB 
is; beschrijf uit A en F met AC en BD als stralen boogjes, die 
elkaar in C snijden, dan is C het derde hoekpunt en BC een zijde 
van den vierhoek. Trek CD // BE en BD // CF, dan is D het 
vierde hoekpunt en AD de vierde zijde. ABCD is nu de gevr. vierh. 

N.B. Is s >» 1809, dan zette men BE naar binnen en handele: 

overigens als boven. H. Siersma. 


EWOESEe DOP BOOSESCP NEE 


Construeer een vierh. ABFC, waarvan AB, BF == CD, FC== BD, 
en AC de zijden zijn, en ZABF =s is. Trek BC, CD//BF en 
BD //CF tot zij elkaar in D snijden. Trek AD, dan is vierhoek 
ABCD de gevraagde 

Bewijs. BD // CF en CD // BF dus vierh. BDCF is een paral- 
lelogram, dus BD =CF, CD = BF; ZDCB = ZCBF, dus ZDCB 
+ ZABC = ZCBF + ZABC = 8. F. P. C. de Hen. 





XXXIV. Als Z het zwaartepunt is van een driehoek ABC en P 
een willekeurig punt dan heeft men: 
PA? + PB? + PC2 = ZA2 +ZB2 + ZO? + 3 ZP2, 
(C. Knapper, KZ., Lrb. d. Mtk. [, n°, 736.) J. A. S. 


Oe BAL LO es BRTN GE 
In APACis « (J. Versluijs, Mtk. IV, $33.} 


PA2HPO2= Part AC? 
» APBC » PB? 4 PO2=2Pe? + BO? 


» APAB » PA24-PB2=2Pb2t AB= 





dus PA2-PB2+PO?=— Pa? + Pb? 


A pe + Â-(AB*+BO2+ACD. HI 
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Verdeelt in een A een lijn, uit den top getrokken, de basis in 
9 deelen, zoodat het eene 2 maal zoo groot is als het andere, 
dan is (als het deel aan a 2 maal dat aan c grenzende is) 


a: + 2? == 3f2 + En b? (als f de lijn uit den top is). 


Nu is in ACPb : CZ —2Zb, dus 2Pb2 + CP2= 8zpi= bez 


AAPc:AZ=2Ze, » Per HAP? 3IPI =d cAt 


ABPa:BZ=2aZ, » gPat+BP2= ZP À aB: 


QaP24-2bP? + 2cP2H PA2 + PB? + PC? 
OZB 5 (aB2 + bC? + cA2) 
maar ZaP2 4 WP? + 2P2 — YPA? + PB + PC?) 
in > (AB*4 BO?+ ACP) (1) 


dus (PA PB*+ PCE) — —- (AB* + BO*+ AC?) 


— 9ZP* + de (aB* + bO2 + cA2) 


maar ze (AB? 4 BO*+ AC?) = En (aB? + bO? + cA?) 
‘(Versluijs, Mtk. IV, $ 33) 
dus 3(PA: + PB? + PO?) = 9ZP2H—&- (aB? + DOT + CA?) 


of PA? +PB* + PC* = 32P* + Ee (aB* + bC2 + cA?) 


2 
DP (5 a) — zB? 102202, A cA2= ZA 
9 3 5 5 


dus PA? + PB? + PC? = ZA? + ZB? + ZC? + 3ZP*, 
W. A. W‚ Moll; H. Siersma. 


CORRESPONDENTIE, 


In de eerstvolg. afl. komen de oploss. v. n°. XXXV—XXXVIII, 
en ‘die der vrgst. op blz. 204, alsmede de ingekomen bijdragen 
van J. M. T., H. J. J. & Jeanne. 


Twee nieuwe woorden in de Lagere Wiskunde. 


door 


Dr. J. G. VAN DEVENTER. 


IL. De peri (°). 

Het zou mij ten zeerste verwonderen, wanneer mijne ondervin- 
ding alleen stond, dat er sommige punten bij de studie der lagere 
wiskunde voorkomen , die voor de jeugdige beoefenaars steeds eenigs- 
zins nevelachtig blijven. 

Op ’t oogenblik denk ik zoowel aan de uitdrukking vde boog 
uitgedrukt in deelen van de straal als eenheid’, als aan »de hoek 
a en zijn supplement 7 — a.” 

Reeds sedert een jaar of 4 behandel ik die quaestie op het Gym- 
nasium alhier op een wijze, die bij de jongens niet het minste 
bezwaar oplevert. 

Het schijnt me daarom wenschelijk dit in ruimer kring bekend 
te maken. 

Zij l de lengte van een cirkelboog, # de straal des cirkels, @ het 
aantal hoekgraden van den middelpuntshoek, dan heeft men 

L:2rr =S p°:360° 
npe 
nT Epe (1) 

Bij een andere / behoort een andere p; stel nu dat Z gelijk 
wordt aan # en dat bij dien boog behoort een middelpuntshoek, 
die & hoekgraden bevat, dan verandert (1) in: 


of: l= 








ebr 
"4800 
waaruit: Ve RTM 
TT 


Dit aantal graden heeft nu een bijzondere beteekenis nl. deze : 
zooveel graden bevat een middelpuntshoek, wiens boog in lengte 
gelijk is aan de straal of, aangezien het aantal hoekgraden van 
een middelpuntshoek gelijk is aan het aantal booggraden van den 
boog, zooveel graden bevateen boog, die even lang is als de straal. 
Dit aantal graden noem ik nu een peri, zoodat : ; 

een PERI ds het aantal (ruim 57°) hoekgraden van een mid- 
delpuntshoek, wiens boog in lengte gelijk is aan den straal. 
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Even goed als in graden, kan men nu een hoek in peri's uit- 
drukken; men heeft toch: 








Ln TR ee 
T 
dus: ” peri's —= 180° 
of: e=? LS sn NEN, 2 
180 peri s (2) 


dus bijvoorbeeld: 








: 355 
230 —Q3X —_E_ peri's =23X LE peri’s 
180 
= ET rari’s — 0,4 peri 
180 Xx113 
en: 180° = —_Ä_ X180 peri’s = z peri’s. 


En hier schuilt de oorzaak , dat men voor 180° eenvoudig 7 neemt, 
zoodat hierdoor de foutieve uitdrukking ontstaat: 
180° —a=T—a, 
Het is toch duidelijk, dat het eerste lid in graden, het tweede 
in peri’s uitgedrukt is, zoodat de a niet a blijven kan. 
Even als men van hoekgraden en van booggraden spreekt, kan 
men dit doen van hoekperi’s en boogperi’s. 
Uit (2) volgt: 
np 
180 


AA peri’s. 








Het getal Te is dus het aantal peri’s van den hoek, die p 


graden groot is. Uit (1) blijkt nu, dat / gelijk is aan dit aantal 

peri’s maal r en dit aantal «a noemende, heeft men: 
Ee (3) 

eene andere formule voor de lengte van den cirkelboog, waarin « 

Voorstelt het aantal peri's van den hoek, die behoort bij den boog, 

die een lengte 1 heeft en niet het aantal graden van dien hoek, 

zooals vaak gedacht wordt. 

Men kan deze formule ook aldus afleiden: de lengten van twee 
bogen verhouden zich als de getallen, die de graden der middel- 
puntshoeken voorstellen, dus ook als de getallen, die de peri’s dezer 
hoeken aangeven. Stel nu een boog ! heeft a peri's, dan zal daar 
een boog #, 1 peri bevat: 
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owes mad 
of : | 0 

Mocht dit woord »peri” ingang vinden, dan heeft het even als: 
het woord sgraad” recht op een teeken, en dan zou ik als het een- 
voudigste willen voorstellen : 

een graad wordt aangeduid door een staand ellipsje (°), 

een peri door een liggend ellipsje (°). 

Zoodat dan de formules (1) en (3) zouden worden: 
jen Tor 
180° * 
en: lem aks helde 

4e 

Is mem derdans dus. biest. 

Het is hier, naar mijne meening, niet misplaatst, belangstel- 
lenden te wijzen op een stukje van den Heer J. C. V. Hoffmann, 
getiteld » Winkelgrad und Bogengrad’”’ (Hoek- en Booggraad) en te 
vinden in Hoffmann's »Zeitschrift für mathematischen und natur- 
wissenschaftlichen Unterricht’, 18% jaargang (1887) blz. 344. 

De geachte schrijver trekt daar zeer terecht te velde tegen het 
niet streng genoeg onderscheiden van hoekgraden en booggraden, 
die toch volkomen ongelijksoortig zijn. Het op ’t oogenblik in het 
midden latende, of ik het volkomen met den Heer Hoffmann eens 
ben, onderschrijf ik gaarne het begin van zijn lezenswaardig opstel : 

»In bijna alle, ook de nieuwste leerboeken der Vlakke Meetkunde, 
woekert als een onkruid de onduidelijkheid over de begrippen hoek- en 
booggraad voort. Een gevolg daarvan is, dat men in verscheidene 
dier boeken te velde trekt tegen de stelling: veen hoek wordt gemeten 
door zijn boog (cirkel) , of »de cirkelboog is een maat voorhoeken”’, zon 
der dat men zich de moeite geeft, de fout tot aan haren oorsprong 
te vervolgen en daardoor de onduidelijkheid uit den weg te ruimen.” 

Hij onderscheidt booggraden, hoekgraden en sectorgraden en stelt 
voor, om voor booggraad het woord »Off” in te voeren, zijnde de 
eerste drie letters van het woord »Offen’, en een hoek is immers 
pein offenes Gebilde”’ Hij wil verder die drie soorten van graden 
op deze wijze aanduiden: 

booggraad door het teeken % 
hoekgraad (of »Off”) » >». » 
sectorgraad Red » Ì. 
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Ik voor mij zie niet in, waarom hier een nieuw woord ge- 
wenscht is, terwijl ik bovendien de keuze niet gelukkig vind; doch 
dat is een quaestie van smaak en over den smaak valt niet te twisten. 


IL. Het ilatie-teeken (| |). 


Schrijft men in algebraïsch schrift: 
Lyz 
dan beduidt dit het gedurig product van de drie grootheden x, y en z. 

Nu komt het bij algebraïsche vraagstukken, zooals het onder- 
staande, voor, dat men aan die xyz een andere beteekenis moet. 
hechten. 

Een getal van 3 cijfers heeft de volgende eigenschappen : 

1. Keert men de volgorde: der cijfers om, dan wordt het 198 

grooter. 

2. Het product der eerste 2 cijfers is 12. 

3. Het eerste cijfer is 4 van de som der beide andere. 

Welk is dit getal? 
Een der vergelijkingen, die uit de voorwaarden volgt is dan deze : 
vyz = zy — 198 
en in afwijking van de gewoonte, stelt nu o. a. xyz voor een 
getal, dat bevat z eenheden, y tientallen en #& honderdtallen, 

Ik vind, dat dergelijke dubbelzinnigheden niet in de wiskunde 
mogen voorkomen en daarom heb ik reeds voor jaren bij mijne 
lessen de gewoonte gevolgd, om van elkaar te onderscheiden : 
xyz en | zyz|. 

Het eerste stelt dan het gedurig product van x, y en z voor, 
terwijl het tweede voorstelt een getal, dat z eenheden , / tiental- 
len en z honderdtallen bevat, of als men het uit wilde spreken 
»e honderd, z en 4 tig.’ Ik geef er de voorkeur echter aan om 
Teyzl te lezen: xyz geïleerd’’. Het teeken [| noem ik een 
vilatie-teeken’’ en het werkwoord vileeren’’ wordt door de Leidsche 
gymnasiasten volstrekt niet alseen pas uitgevonden woord beschouwd. 

Ook bij de verklaring der worteltrekking maak ik steeds gebruik 
van het ilatie-teeken , waardoor duidelijkheid en strengheid bevor- 
derd worden. 


Beide woorden, peri en ileeren, zijn aan het Grieksch ontleend ; 
peri is een Grieksch woord en beteekent om, rond enz. (denk aan 
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het fransche woord voor omtrek); het woord ileeren maakteik naar 
aanleiding van het grieksche werkwoord ethew (spreek uit eileoo) 
dat o. a. door te zamen nemen kan worden vertaald. 

Trouwens dit doet er niet veel toe, de hoofdzaak is of de woor- 
den voor het gebruik geschikt zijn, niet alleen voor Hollanders, 
maar ook voor andere volken. Het woord peri kunnen ze allen 
zonder eenige verandering overnemen. 

En wat ileeren betreft hiervan make men b.v. 

in Frankrijk iler, _ilation, 
» Duitschland iliren, ilation, 
» Engeland ilate, ilation, 
» Italië ilare, ilazione, enz. enz. 


Leiden, 31 Juli 1887. 


Eene Meetkundige Eigenschap. 


Van de onderstaande bekende meetkundige stelling zond de heer 
F, J. Jonkheer,- Hoofd eener school te Harderwijk, mij het vol- 
gende eenvoudige bewijs, dat door een zijner leerlingen, een knaap 
van 14 jaren, gevonden werd. Rep. 


Wordt in AABC de buitenhoek bij A middendoor gedeeld en 
ontmoet de deellijn het verlengde van BC in D, dan is 
AD? = BD . CD — AB . AC. 
Onderst. /DAC = ZDAE. 
Gest. AD? = BD . CD — AB . AC. 
Bewijs. Als men ZADE —= Z/ADC maakt, 
ontstaan er twee congruente AAADC en ADE, 
wijl zij behalve de gemeenschappelijke zijde AD, 
ZCAD = ZEAD en /CDA = ZADE hebben, dus is CD =DE 
en AC = AE. In ABDE halveert DA den /BDE, dus 
AD? = BD . DE — AB . AE, 
of AD? — BĲ . CD — AB. AC 9 Oe 4 | 
(In J. Versluijs, Handb. d. Mtk. IV, S 36, vindt de belang- 
stellende lezer een hiermede weinig verschillend eenvoudig bewijs. 
RED. 





OPLOSSINGEN 
der opgaven 201—220. 


201. In een cirkel 6 regelmatige 2 vijfhoeken beschrijven, zóó, 


dat er een concentrisch zij met den cirkel en een hoekpunt 
der andere 5 op den cirkelomtrek ligt. 


PIE OPTEN 0 
Zij MD = R,‚ de onbekende straal 
M/D = r en ieder der apothema’s MP, 
M/P = a, dan is R = r +2a. In iede- 


ren regelmatigen vijfhoek is a —= T r 
MBA); due. R= 3 + V5), 


waaruit gevonden wordt ri RG-/5), 





zoodat de straal 7 gemakkelijk te construeeren is. 
Opmerkingen. 1.) Voor de zijde d van den ingeschreven regel- 


matigen tienhoek vindt men d = nt R(W/5 —1).- Bijgevolg is 


r+d=R. Hieruit volgt, dat de straal M'D gelijk is aan het 
kleinste stuk van den in uiterste en middelste reden verdeelde 
straal MD. 

IL) MM’ = 2a = Rr =d, d. i. de afstand der middel- 
punten M en M/ is gelijk aan de zijde van den regelmatigen 


6 2 
ingeschreven tienhoek. 


202. Bewijs, dat de rechte lijn, die het middelpunt 1 van den in- 
geschreven cirkel van AABC met het midden E der zijde 
BC verbindt, evenwijdig loopt met de rechte lijn AD, die A 
met het raakpunt D van den aangeschreven cirkel aan BG verbindt, 
OSR O4 SnSt BINAG, 


A =S Vid 





s 
A E POR AT 
rele d) 
1 
Aln: To bete ‚4 
AF 9 2s 
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BD atb—c BD = atb—c 
ae ree 
BE = (ra BE = DES «5 
2 b+e 
Oe en FD arb—e ac — (at-b+e) (b—e) 
2 2 bate bte) 
b—c 
Dn 9 bie bag (2) 
FD (adbte)(b—e) atbte 2s 
2b +e) 
Uit (1) en (2) volgt, dat en Sn 


derh. loopt de lijn IE in AADF evenwijdig aan AD. 


TWEEDE OPLOSSING. 

Trek de rechte lijnen AIM, MD, MH en BI, richt in E eene 
loodlijn op, die de lijn AIM snijdt in G; dan is EG//DM en bij- 
gevolg ZAMD —= /IGE. 

AM en EG deelen boog BC des omgeschr. cirkels middendoor. 
Haun snijpunt G is dus ’tmidden van dien boog. Doch dan is 


ZGBE — /MAH — be ee 


De rechth. AAGBE en MAH zijn dus w , zoodat 
AM: BG SHM7TEG een 


Nú'ië /GBI= en ZA+ ZB| doch as 


ZGIB = =| Ak zel — supplem. ZAIB. 


ABGI is dus gelijkbeenig en BG —= IG. Nu is ook HM = DM. 
Men vindt dus voor (1): AM : IG = DM : EG. Hieruit en uit 
de gelijkheid der //AMD en IGE volgt de « der AAADM en 
IEG en daarmee de evenwijdigheid van AD en IE. M. Simons. 


203. Als men op de zijden AB, BC en AC van een AABC de 
punten D, E en F neemt, zoodat AD —= AR Or 


AG on Ri es BC, en daarna AF, BE en CD trekt, 


vraagt men de grootte van den aldus ontstanen AKGH. 


(Acte ex. Wisk., N. Holl., 1880; Verg. ex. Arnhem 4885). 
H. Siersma. 
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OPLOSSING. 


Trek FIJJAC, dan is ABFI @ ABCE 
dus FI: CE == BF : BCO =A4 t:3 
Eer rn OA EN 

3 6 
AFGI @ AAGE 


Oe OT AK Crea CAD 
6 7 7 


derh. ABAG = —- ABAF = 5 AABC, 


Eveneens ANBOK == — AABC en AACH = En AABC. 


We hebben dus AGHK = AABC — (ACBK + AABG + AACH) 


ABOE (— AABO)= AABC. 


204. Men deelt de zijden AB en AC van AABC in 3 gelijke dee- 


len en trekt uit de hoekpunten C en B lijnen naar de deel- 

punten. Welke is de verhouding van de oppervlakten der 

vierhoeken ADEF en EGHI? Zero. 
OBO SclN 6: 


We berekenen eerst in welke verhouding de 
lijnen naar de deelpunten elkaar snijden. Trek 
DL/JAB, dan is KL =— 5 CK en 


DES Am EAR. 
3 9 


'Nu'is DL : KB = IL : IK 
IB :DIl=IK:IL=3:4 
of BD:7 =IB:8 


IBS BD 
7 
KC 
9 1 4 
Op gelijke wijze vinden we FE —= EEn GESEGS Er 


2 1 


ENOR DES ALB DIe BD. 
7 5 7 7 
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NA ACEI: ACFK = CE. DI: CF. CK 
si JCF CK: CF CK =9 14 


ACEL= —&_ ACFK = Î° AOFK 
14 70 


ACGH : ACFK = CG.CH:CI.CK 


= CF ‚SOK: CI, CK =0 435 


Acan= 2 AcrK = Â8 Aork 
35 70 


Dus vierhoek EGHI = zoe) ÄCFK = 27 ACFK 
70 70 70 
EN Ten Ar ABL SU 
70 3 70 
ABEF : AABD = BE. BF: AB. BD 
SUP SBD.t Se AR ARS EDI 
Ke ae 


ABEF =— 5 AABD 
Vierhoek ADEF — AABD — ABEF — En AABD = re AABC 
AED 
6 Zero. 


smaad ig 


205. Het grootste stuk van een cirkelsector, (waarvan de straal 
2a en de hoek —= 30° is), dat ontstaan is, door in het d 


midden van een der rechte zijden eene loodlijn op te richten, | 


maakt om deze loodlijn als as een omwenteling. Hoe groot _ 


is de ruimte, die dat stuk doorloopen heeft? D.P. A. Verrijp. _ 


O, PFL OSIS (NMG. 


De inhoud van het ringvormig lichaam ontstaande door de 
wenteling van den driehoek, is gelijk aan den vlakken inhoud 
des driehoeks vermenigvuldigd met een derde van de som der- 


cirkelomtrekken , die door de hoekpunten worden beschreven. 
(Dr. P. Van Geer, Mtk. II, $ 24, 223.) 


Verplaatsen wij de as, evenwijdig aan zichzelf a, dan is de in- 


houd van het tweede ringvormig lichaam i X 5 X 3 X Ara grooter 


dan die van het eerste, zoo í de vlakke inhoud des driehoeks voorstelt. 





he r te epe Ae 4 b: ET bn er PE ne 

Epe at 5, Wey DE VR Mt,” pet A (e P3 

nat Pr lk Er st e en Tets Ne «ks [ 
Ee EEN A EEN Te hk: / En, 
merg Nek Bit me ds Gar Et Sr De | a n " 


die 


itt, 
Er 8 





et hg 
er IG 


- en dee 
Pe RE 
Dak ES 
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Daar nu de inhoud van den sector de grens 
is van de som van evengroote driehoeken, 
waarvan een hoekpunt in het middelpunt van 
den cirkel, en waarvan de twee andere op den 
cirkelboog liggen , wanneer het aantal driehoe- 
ken toeneemt, zoo is Inh. (sector OAB) — Inh. (sector OAB, om OX) 
— Imh. 2ra, zoo S de vlakke inhoud van sector OAB voorstelt, 


Inh. (fig. ABDC)= 5 OA . opp. (AB) — Inh. 2ra — Inh. (AOCD) 





_ Ih. (fig. ABD) ie 2a.a2m. Ma — r(20), 2ra 


1 1 
TUE Se — A/S 
na 5 8 a/ 
1 | 1 
== na3 $WU4—n) 3 
5 ene / 
1,1936 a, D. P. A, Verrijp. 


206. In een trapezium ABCD heeft men door het snijpunt E der 
diagonalen AC-en BD, en het snijpunt F der verlengde 
schuine zijden AD en BO eene lijn getrokken, die de even- 
wijdige zijden AB en CD in de punten G en H snijdt. Be- 
wijs: a) dat AG = GB en CH = HD is, b) dat de lijn 
FH door de punten G en E harmonisch verdeeld wordt. 

(Schlömilch, Beg. d. Mik. 1, Planim, blz. 234, n°. 220.) 
W. A. W. Moll. 


OYP Le0'SYS TNI GS 


a) Beschouw AC, BD en FG als lijnen uit 
de hoekpunten A, B en F van AABF door 
een punt E buiten AABF getrokken, dan is 

DRE CH: GA =sDALCRSGB 515 (1) 
(Zie : De Vriend der Wiskundel, 1886, bl. 68 $ 5). 
Omdat AB //CD, heeft men 
DF : CF = DA: CB 
DEEn OD DA OB stsiese. (2) 

Deelen we de overeenkomstige termen van (1) door die van (2) 
dan verkrijgt men GA—=GB. Omdat GA :DH —= GB: HC zoo is 
ook DH —= CH, 

„De Vriend der Wiskunde” II. 17 
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b) AAFG » ADFH, dus AG: DH =FG:FH 
AAEG a ACEH, » AG :CH=EG:EH 
maar DH = CH, dus FG :FH==EG: EH 
of FG.EH=EG .FH 


(Zie: De Vriend der Wiskunde, IE, 1886, bla. 108, $ 2.) 
TWEEDE OPLOSSING. 


d) ADFH » AAFG, dus DH: AG = HF : GF 
| ACFHx ABFG, » CH:BG=HF :GF 
derh. DH: AG==OH BOS on Seen ú) 


AAEGm ACEH, CH: AG =EH: EG 
ABEG x ADEH, DH: BG =EH:EG 
dus Hr GHT AG DH : BO GEN (2) 
Uit (1) en (2) volgt AG? == BG? of AG =BG, Hieruit en uit 
(1) volgt nu ook dat CH = DH. 


207. In het grondvlak van een regelmatige vierzijdige piramide, 
waarvan elke ribbe a is, heeft men een cirkel beschreven; 
op dezen. cirkel is een rechte: cylinder beschreven „ welks cy«= 
linder vlak de opstaande ribben snijdt. In het vierkant, 
waarvan deze snijpunten de hoekpunten zijn, heeft men even- 
eens een cirkel beschreven Men vraagt den inhoud te bepa- 
len van den: afgeknotten kegel, waarvan deze cirkels het 
grond- en: bovenvlak zijn. 

„ (Eindex. Hoogere. Burgerscholen „ 1886). 
OPLOSSING. 
In een regelm. vierz. pyr., waarvan elke ribbe gelijk a is, is 


de hoogte de eene rechthoekszijde van een rechth. À, waarvan de 


hyp. —= w en de andere rechthoekszijde —= za? is. Dus hoogte 


pyúl = en a 2. De hoogte van den afgekn. kegel is de recht- 
hoekszijde van een gelijkb. rechth. A, waarvan: elke rechthoekszijde 
old Ze 5e se a/2 — 1 ie De ding, van het 


e eee ee « 


oep vierkant is. a, za is de zijde van het bovenste vierkant 


Sr 1 avg. Straal ing. cirkel grondvlak R = 5 a, straal ing — 


cirkel bovenvlak # = EL a/2. 


231 





I afg. kegel —= En nh(R? + 72 + Rr) = et 5 a(V2—1) 
(a+ Ladan ) = Era 2 — 1) (8 +2) 
4 8 Sr 48 


® zE (2V 2 — 4) nas == 0,11967 „at. 


208. Uit den top van een A een lijn te trekken naar de basis, 
die meetkundig midden evenredig is tusschen de deelen der 
basis, | 

(J. Kleefstra, Vrije Studie, Gem. Opg. 8). H. J. Jansen, 


OPLOSSEN G. 

Zij ABC de gegeven driehoek , BD de 
gevraagde lijn. Beschrijven we om drieh. 
ABC een cirkel em verlengen we BD, 
tot zij dien cirkel snijdt in E‚ dan is 
volgens eene bekende eigenschap 

BDXDE—=ADXDC. Maar nu is 

BD? == AD XDC, dus moet 

BD XDE == BD? of DE —= BD zijn. 

D halveert derhalve de koorde, uit B getrokken. 

De meetk. plaats van de middens der koorden, uit een vast punt 
van een cirkelomtrek getrokken, is een cirkelomtrek, die den eer- 
sten in dat punt raakt en wiens straal de helft is van dien des 
grooten. D is dus een punt van die meetk. plaats. 

Constructie. Construeer den omgeschr. cirkel M en beschrijf op 
BM als middellijn een cirkel. Het punt D, waarin die cirkel de 
zijde AC snijdt, met B vereemgd, geeft de verlangde lijn. 

Opmerking. Naar gelang cirkel M/’ de zijde AC raakt, snijdt 
of raakt noch snijdt, zijn er één, twee of geen lijnen die aan de 
vraag voldoen. 

Mag D ook op ’t verlengde van CA liggen , dan is er in elk geval 


eene lijn BD = v| DC Xx Da | ; namelijk de gemeenschappelijke 





raaklijn in B. M. Simons. 


209. Als men een getal, bestaande uit 3 opeenvolgende cijfers 
(het grootste aan de linkerhand) deelt door het getal, 
waarin die cijfers in omgekeerde volgorde voorkomen, dan 


is het quotient kleiner dan da Bijv. de { En 


Bewijs dat. Zero. 
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OPL O"S STN G, 


Men kan dat quotient voorstellen door 
100a + 10(a —1) +a— 2 
100(a — 2) +10(a—1) Ha 
t Verschil van. teller en noemer is dus altijd 100 X 2 — 2 == 198. 
Hieruit volgt, dat men de uitkomst voor kan stellen door : 
noemer + 198 wf 198 
noemer noemer 
De vorm is dus een maximum als de noemer een minimum is 
(d. i, 4123). De grootste waarde van ’tquotient is dus 
1 rad 8 rn De TN nen 
IKVER 123 41 


‚ Deze waarde is kleiner dan an „Hiermede is ’tgestelde be- 


wezen. Zero. 


210. Als a en b onderling ondeelbaar zijn, kunnen a? — ab + be 
en a + b geen anderen ondeelbaren factor gemeen hebben dan 3. 
(J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, S 168, n°. 9). DL, 


OPLOSSING, 


Een deeler van a + b is ook een deeler van (a + b)2=a? + 2ab + b?. 

Een gemeene deeler van a+b en a? — db +5? is derhalve ook 
een gemeene deeler van a?+2ab +-b? en a? — ab +b? en duseen 
deeler van (a? + 2ab + OE (a? —ab+b?)—=3ab. Daar aenb 
onderling ondeelbaar zijn, kunnen zij geen deelers zijn van a De 
weshalve a + b alleen den factor 3 kan bevatten. 


911. Een zeker kapitaal staat 8 jaar uit tegen een zekeren inte- 


rest, met bepaling, dat elk jaar 5 zal worden afgelost. 


Indien dus 





van het oorspronkelijke kapitaal aan in- 


terest wordt ontvangen, dan vraagt men het pCt. 
G. Versluijs, Lrb. d. Rek, III, Gem. Vrgst. no, 96) L.L, 


DP ORN Ne 


Elk jaar wordt En van ’t kapitaal afgelost. De renten vormen dus 


eene rekenkundige reeks, waarvan de eerste term 8 maal zoo groot 
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äs als de laatste. In ’t geheel wordt dus betaald 41 maal de rente 


gedurende t eerste jaar of 





dn van ’t oorspronkelijk kapitaal 
100 | 


van ’t kapitaal aan rente. 





% Eerste jaar betaalde men dus 


’ Kapitaal gaf dus 60/,. 


212. Als men voor de nauwkeurige waarde 0,141 de benaderde 
waarde 0,14 neemt, wat is dan de volstrekte, wat de be- 
trekkelijke fout? En als van de waarde 2,35 de volstrekte 
fout kleiner is dan 0,005, dan is de betrekkelijke fout klei- 
ner dan ,..? 

(W. H. Wisselink, Vragen en Oef. Theor. Rek. IIS 23, 1 en 9) 
| G.A. Boes. 


Eb OS STN G, 


Het verschil tusschen de nauwkeurige en de benaderde waarde 
van een getal noemt men de volstrekte fout of kortweg de fout 
van het getal. De volstrekte fout, gedeeld door de benaderde 
‘waarde, noemt men de betrekkelijke fout. Neemt men voor de 
nauwkeurige waarde 0,141 de benaderde waarde, dan is de 
volstrekte ‘fout 0,141 — 0,14 —= 0,001 ende betrekkelijke fout 
0,001 : 0,14 = ie = 0,007... Is van de waarde 2,35 de 
volstrekte fout kleiner dan 0,005 ‚ dan is de betrekkelijke fout 


kleiner dan 0,005 : 2,35 = —__ — 0,002. 
Z10 | 


eel 321 
213. Bereken den 40de term van: (-° 3 dr 1) 
(Eindex. gymn. Arnhem) 


0 Pek OS STTEN"G: 


Volgens het binonium van NEwroN is de 10de term 


_241.20.19.18.17.16.15.44.43 © A a Ne 
1:2.3.4.5.0,7.8,9 ( ) ( ) 


Ak 
— 293930 a °?, 
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214. Bij een vierkant (zijde —=a) zet men op de zijden, van af” 
de hoekpunten in denzelfden zin rondgaande, stukken af 


eme 5 a en vereenigt men de verkregen deelpunten ; bij 


den hierdoor gevormden vierhoek handelt men op analoge 


wijze, enz. enz. 
Tot welke waarde nadert de som der inhouden van al deze 


figuren, wanneer hun aantal tot het oneindige nadert. . 
(Eindex. Gymn. Leiden. (B) Algebra 1884.) 
OPLOSSING. | 

— Van het 41° vierkant is de zijde —= a, en de inhoud —= 


» OP rop >» Di ME VENEN ) (5 «) 


mn EE a2 en de inhoud = Ee a? De inhoud van het 3° 


a? 


} 3 5 $ ' 
vierk. is weer me van den inhoud van het 2° vierkant en zoo 


vervolgens. 


Som der inhouden van al deze vierkanten — a? + Ea a 








25 5 5 
trens mAAR Á eni TT iedee TE en ee 
Vond dens al gr Eri ) 
„4 9 Ee Ki 
EE a GAN ne en A 
5 4 4 Á 
Tiko 9 


215. De som van teller en noemer eener niet vereenvoudigde breuk 
bedraagt 4875, terwijl de som van teller en noemer, wan- 
neer de breuk zooveel mogelijk vereenvoudigd is, 65 bedraagt. 
Zoo nu de som der beide noemers 3192 is, vraagt men naar 
de vereenvoudigde en de niet vereenvoudigde breuk. 

(Verg. toel.ex. Artillerie-cursus Delft, Rek., 1884.) Luctor. 
Os Bel O IN Sed AN 
Deelen wij de som van teller en noemer der niet vereenvoudigde 
breuk door de som van teller en noemer der vereenvoudigde breuk; 
dan krijgen wij den G. G. D. van den eersten teller en den eerster 
noemer tot quotient. Deze G. G. D. is dus 4875: 65 = 15. 
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De som der beide noemers is nu (75 + 1) of 76 maal den 
kleinsten noemer. Deze is dus 3192: 76 —= 42. 
De kleinste teller is dus 65 — 4) — 93, 


‚de niet vereenvoudigde breuk - 





De vereenigde breuk is dus, ee 


175X23 _ 4725 


IE eee en, 
75 X 42 3150 Luctor. 


216. Een handelaar koopt natuurboter en verkoopt die, na haar 
met eene zekere hoeveelheid kunstboter vermengd te hebben» 
weder voor den zelfden prijs per kilogram. Wanneer hij 


kunstboter gebruikt, die hem per kilogram en kost van den 


prijs der natuurboter, is zijne winst ten honderd gelijk aan 
anderhalf maal -de Eet ten honderd, die hij maken zou 
door kunstboter te gebruiken, waarvan de prijs per kilogram 
de helft is van dien van natuurboter. Hoeveel percent kunst- 
boter bevat de waar van dien koopman? 

(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., Algebra, 1886.) 


OPLOSSING, 
Heeft de koopman z K.G. natuurboter á y gld. en neemt hij 


z K.G. kunstboter á — y gld. de K.G., dan wint hij op 


1 2 662 zy 200z 
+) latie. óf de BE Bd k 
(» Bep ak xy +dzy 3e z a 


Neemt hij echter z K.G. kunstboter à Ee y- gulden de K.G., 


50zy 


X ke 4 1 
dan wint hij o © +54) sl. essen eld Of A 
ij Op Cy 5 JAS 9 ye FL 


Ben En percent. In ’teerste geval wint hij 1 En maal zoo- 
veel percent als in ’t tweede; bijgevolg is Oba a Balk 
Az 2 
KOVZ 40 (0 IA 
az Wwd-z 
of. | 200(2x + z) = 150(3x +2) 
waaruit 50z —= 50z en #—=z. 


De waar van dien koopman bevat dus evenveel natuurboter als 
kunstboter, d, i. 50°/, natuur- en 50%/, kunstboter. 
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2417. Bereken x uit 





1 
= ie en € 14E 
5 @ —4)T 


(Lit. Math. ex., Leiden, Juni, 1886.) 
OPLOSSING. 
1 7 1 
Das Fene itn te ie wekt EE 
(a—4) 2 
of arr Werd 
ci — 56x? 784 = 0? — 16 
ci — 5742 + 800 = 0 
OT ROES 
2 2 








Lis 


dus z=t A42 of: +5, waarvan w=4V2 en xr =— 5 voldoen 


TWEE ED 00: PERO ee tente NIN 
We vonden mW 12 —16 


@r— 16) —W/ 216 —12=0 


dn 41 Warte Oet 1 
Verr—16 = ord 12 ee 
216 =16of 9 


139 of! Deen BAV LID 


of 


218. Als 


a, b. ec, d, e‚ f en g eene harmonische reeks vormen, 
toon dan aan, dat ab:fg=a—b:f—g. 


(J. Versluijs, -Lrb. d. Rek. III $ 361. n°. 5.) 
OPLOSSING. 


Als a, b, ec, d, e, f,‚ en g eene harm. reeks vormen, dan 
1 4 1 4 1 1 
VONMER "Pes (en et hen eeN Mee PEUC TOR NINGEN 
b c d e f g " 
waaruit volgt hek Ë RE of Bee me Te 
b g d 
of 





ab íÍg 
ab(f —g)=fgla —b) of ab:fg=a—b:f—g. 


T-W‚E:E'DSE: O, PAL O8 S TeNalbr 
Uit de opgave volgt, dat a—=b:b—e=za:ej b—eie—d | 


—b :d enz. De harm: reeks is dus 
ab ab ab ab 
da, b, PT corrie Tr RR DT rf WP We nes OR 
Ja —b 


Za — Wb Ao es Bh DN 
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ab dust fotos) ab ab 
6a — 5b Sa — 4b 6a — 5b 
hr ab(a — b) ab . ab 
ae 5 ler — S Bate 
weerd At Ath —=ab:a—=b 
(Ba—4b) (6a—5b) 
of _ab:fg=a—b:f—g. 


219, Drie getallen te vinden, die harmonisch evenredig zijn, zo0- 
danig dat hun vierkantswortels eene rekenkundige reeks uit- 
maken. 

(J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, Gem. Vrg. 139) L. L. 


OsPe B 095 Sr ENG, 

Stelt men de vierkantswortels der getallen z + y. «x en x—y 
dan vormen deze eene rekenkundige reeks. De getallen, welke 
eene harmonische reeks vormen worden dan voorgesteld door 
(@ + 9), z? en (@ — 4)? zoodat | 

ette Petr? et —(e — 9)? 

of (ty)? rw =d pt: ay 

of m2 yd y?: at — ay y=: dy 

waaruit men vindt y = zl/3 

en voor de gevraagde getallen #1 + 1/-3)?, #?, #1 — 1/3)? 

of (4 + 2 3)r?, zv, (4 — 2/3) z?, 

Stelt men x achtereenvolgens — 1, 2, 3, ènz. dan vindt men 

4423, 1 en Ai IAS 
(4+-2V 34, 4 en (4 — 2 3)4 
(Aer IN ed en (4 — 2 3)9 enz. 

220. Van » personen, gaf elk op zijn beurt aan ieder der overi- 
gen zooveel guldens ‚ als ieder vóór die gift bezat, waardoor 
allen bezitters van een gelijk aantal guldens zijn geworden. 
Hoe groot is het geheel aantal guldens, dat elk vóór de 
afgifte minstens moest bezitten, 

{J. Versluijs, Lrb. d. Rek. III, 2e druk Gem. Vrg. a Tes 

OB OCSUSTIEN: GE. 

Stel, dat op ’t laatst ieder f p bezat, dan bezat de laatste per- 


soon (de n° persoon) vóór hij gedeeld had f pn — f Pnt) 


eee Pnt) 
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Vóórdat de’ (n — Aj* persoòn. gedeeld had En p(n +4) gld. 


>» (n—2P > > > oe Pr Hi) yi0 
en voor de 1° EN gedeeld had (dus in ’t begin) 
npe 
Evenzoo zou men vinden, dat de (x — 4))° persoon bij ’t begin had 
Ff ek e de (n — 2)° persoon bij ’t begin jn 


en de 1° persoon of de (n — (n — 1))° persoon bij ’t begin p(2"” en 


P(A L nt) p(2r-? .nt1) - p(2"S nl) - pat. Un 


gn gn gn gn 
0 
ont Aiettd) manbteni dine geheele getallen zijn, dus dan moet, 


2 
omdat 2” nooit deelbaar is op n +1, 2n 4-1, An +1, En +1, enz. 
2" deelbaar zijn op p.. p is dus op zijn kleinst — 2”, waaruit 
men vindt, dat bij het begin de ni persoon (n +1) gld, bezat. 
N°, 1 had dus bij het begin-2"-t,n +4 gld, 
» 2 Pos DAD DRAAD Ir EN 
» 3 Prada D Pe dr Men dds 


Den BL Ns DE NSD nend » 
Vermindert men elke dezer hoeveelheden met 4 , dan maken de res- 
ten de termen uit eener meetkundige reeks , EEE reden 2 en waarvan 
het aantal termen n(— aantal personen) is. 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN, 


Zie bl. 162, Toel. ex. Adelborst, 1887. Rek. 3, 5, 6; Mik. 

ZeON 8). Vóór den {en De '87 worden de oplossingen 
ingewacht. — De fopgaven der overige vrgst., waarvan men de 
opl. vraagt, zullen in de volg. afl. worden meegedeeld. 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Asten Februari 1888 franco bij 


241. 


242. 


243, 


244, 


245. 


246, 


den Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden 


ingewacht. 


Als men uit een punt van den omtrek eens cirkels loodlijnen 
neerlaat.op twea raaklijnen en hare raakkoorde, dan is: 

1) de loodlijn op de raakkoorde meetkundig middeneven- 
redig tusschen die op de raaklijnen ; 

2) de rechthoek uit de stukken der raakkoorde gelijk aan 
den rechthoek uit de aangrenzende stukken der raaklijnen 
tusschen de raakpunten en de voetpunten der loodlijnen ; 

3) verhouden zich de lijnen, die het punt van den omtrek 
met de raakpunten verbinden, als die, welke het voetpunt 
der loodlijn op de raakkoorde met de voetpunten der beide 
andere loodlijnen verbinden. (Zie n°, XXXII.) 

(Ohlert, Lehrb. d. Geom. bl. 134, S 427.) H. Siersma. 


Als men in ’t middelpunt M van een cirkel op een straal MA 


‚de loodlijn MC, gelijk aan de koorde AB van een boog ADB 
„van diencirkel, opricht en uit C-met den straal van den cirkel M 


een boog D beschrijft, dan wordt boog AB in D gehalveerd, 


Als a, b, c en d in volgorde eene meetk, evenredigheid uit- 


maken, bewijs dan, dat. 

(at Hb): (c3 + d3) =ab?: ed*= (a B): (e + d)3. 
(Verg. ex. Aalsmeer, 1885.) Luctor. 
Het product van 4 opeenvolgende even of oneven getallen is 

16 minder dan een quadraat. Bewijs dit. 
(Verg. ex. Amsterdam, 1887.) KC 
Het product van 4 opeenvolgende oneven getallen, vermeer- 


derd met het vierkant hunner som, is een quadraat. 


(Verg. ex. Meerland (Midwolda) 1887.) Luctor. 
Als men in een cirkel 2 rmiddellijnen AB en EF trekt, lood- 
recht op elkander, dan op AB als hypothenusa 2 willekeu- 
rige rechthoekige AAACB en ADB beschrijft, wier toppen 
C en D in den halven omtrek AEB gelegen zijn, en nog de 
lijnen CF en DF trekt, dan is CF : DF —(AC+CB) : (AB+DB)- 

Trekt men ook nog de koorde CE en DE, dan heeft men 
ook: CE: DE = (BC — AC): (AD —BD). Bewijs dit. 

& (Verg. ex. Moordrecht, 1887). 


247, 


248. 


249. 


250. 


251. 


252. 


253. 


254. 


255. 


256. 
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Welke zijn de geheele positieve waarden van x, y en z, 
die voldoen aan de vergelijking 7x +12, + 182 = 37. 
(Eindex. Gymn. Arnhem.) 


Bepaal de waarden van # en y uit de vergelijkingen 
(@ — y) + Wey =6 en z°—yt=124, 
(Eindex. Gymn. Leiden, (B) 1887). 
1 
je TAN 
(Verg. toel.ex. Artillerie-cursus Delft, 1885). 
Wat is de waarde van « in de vergelijking 
Vert4a _ Wet2a 


Ve h4b Vath 
(Toel.ex. Adelborst, 1885). D. C. A. Smit. 
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Verdrijf de wortels uit den noemer van 


Bepaal de waarde van x uit de verg. 0,3% 


(Lit. Math. ex. 1887.) 


In en om zeker trapezium, waarvan de evenwijdige zijden a 

en b lang zijn, kan een cirkel worden beschreven. 

Bewijs, dat de middellijn van den ingeschreven cirkel —= ab is. _ 
(Eindex. H. B. S. 1887.) 


Bepaal x,y en z uit 
ety=zsardyt= 5; 3 dy? di == 0. 
(Ex. Kon. Mil. Academie, 1887.) 
In een afgeknotten kegel, waarvan de straal van het grond- 
vlak R en die van het bovenvlak 7 is, kan een bol beschre- 
ven worden. Hoe groot is de inhoud van dien bol? 
(Toel.ex. Universiteiten, 1887.) 


Bepaal de som der oneindige reeks 


7 17 43 113 
hin men mmm en mann enz. 
ai eat e oane 


ni n 
waarvan de algemeene term was Zes. 
(Verg. ex. St. Anna Parochie, 1887.) DM: 


Een getal wordt in 2 verschillende talstelsels voorgesteld 
door 58 en 41. Hoe wordt dat getal in het tientallig stelsel 
geschreven ? __ (Eindex. Gymn. Zwolle 1887). 
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257, Welke zijn de waarden van @, y en z in de vergelijkingen 
Bit aytgyt=19, 02 oz H 22 = 28, y2 Hye 422 =37 
(Acte ex. Wisk., Haarlem, 1875.) J. v.d. Walen G. Verborgh. 


258. Trek aan een AABC de aangeschreven cirkels M aan AB, 
D aan BC en E aan AC, Bereken nu de verhouding tus-- 
schen de producten der niet opeenvolgende stukken MA, 
EC, DB en AE, CD, BM der zijden van AMED. 

Alph. Ockerse, 


259, Wanneer het deelteeken geldt voor alles wat volgt, hoe- 
groot is dan #” in: 

var —a:at:as:..... a"? Zero, - 

(J. M. Noël, Troité d'Algèbre élémentaire, 3e éd. Luxem- 


bourg 1834.) 


260, Bepaal de meetkundige plaats van de zwaartepunten der 
driehoeken, die in een zelfde cirkelseement staan. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. $ 52, 4) ae Per, 
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